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INTRODUCCION

Desde el surgimiento del célculo diferencial e integral, las ecuaciones diferenciales han
sido un campo de investigacién tanto tedrico como de aplicaciones préacticas. Asi, con
frecuencia en la bibliografia tanto clasica como contemporanea se tienen referencias sobre
importantes aplicaciones de las ecuaciones diferenciales en ciencias quimicas, bioldgicas,

econ6émicas, dinamica analitica, etc.

En distintos campos de aplicacién de esta disciplina se estudia de manera detallada los pro-
blemas de valor inicial y de contorno para las ecuaciones diferenciales ordinarias (EDO).
Sin embargo en ocasiones surge la necesidad de un formalismo matematico mas apropia-
do para una descripcion adecuada; esto conlleva en algunas situaciones a la aplicacion
de una herramienta matemética basada en ecuaciones diferenciales fraccionarias (EDF)
(ecuaciones diferenciales de orden no entero), esto es, ecuaciones en donde las derivadas

pueden ser de orden real arbitrario .

En este trabajo se estudiara el andlogo del problema clasico de Cauchy, para las ecuaciones
diferenciales de orden no entero segtin Riemann-Liouville, resaltando dos aspectos que a
juicio del autor revisten especial interés: por una parte el hecho de que para érdenes
enteros de diferenciacién, la solucién obtenida mediante el “modelo fraccionario” coincide
con el resultado clasico, y por otra, el que la EDF permite también resolver eficientemente

ciertos problemas de valor inicial para las EDO.



NOTACION

RTL

No
R—-2Z~
p.c.t.

en c.t.p.

campo ordenado de los ntimeros reales

{(z1, 22, ..;xn) tx; €R, i=1,....,n}

conjunto de los niimeros reales positivos

conjunto de enteros no negativos

Conjunto de los nimeros reales menos los enteros negativos
para casi todo

en casi todas partes

convergencia uniforme en F

Identidad 6 equivalente

espacio de funciones continuamente diferenciables en A C R

espacio de funciones infinitamente diferenciables en A C R

espacio de funciones absolutamente continuas en el segmento [a,b]
espacio de funciones que satisfacen la condicién de Lipschitz en [a,b]
espacio de funciones p-Lebesgue integrables en £ C R, 0 < p < 400
integral de orden « de la funcién ¢ segiin Riemann-Liouville

derivada de orden « de la funcién ¢ segiin Riemann-Liouville

operador de reflexion

espacio de las integrales fraccionarias de orden «, de las funciones de L;.

medida de Lebesgue en F C R

En lo que respecta a la teoria de la medida, consideramos solamente la medida e

integral de Lebesgue.
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BREVE RESENA HISTORICA DE LA

INTEGRO-DIFERENCIACION FRACCIONARIA

(07
T
f(z) a valores no enteros de o se

La idea de generalizar la nocién de diferenciacion o
remonta al comienzo del calculo diferencial. El primer intento de tal discusion registrado
en la historia fue encontrado en la correspondencia de Leibniz. En una de las cartas
de Leibniz en relacién con el teorema sobre la diferenciacion del producto de funciones,
Bernoulli pregunté sobre el significado de este teorema en el caso de diferenciacién de
orden no entero.

En 1695 Leibniz escribe a G. L’Hopital y a Wallis (1697) haciendo observaciones sobre la
posibilidad de considerar diferenciales y derivadas de orden %

En 1738 Leonard Euler observé que el resultado de la evaluacion de la derivada % , la

funcion potencial 2P podria tener significado para n no entero.

Anos después en el tratado de S.F Lacroix (1820) la idea de Euler fue repetida y la férmula
d'?f(z)
dzl/?
El siguiente paso fue tomado por Jean Baptiste Joseph Fourier (1822) quién sugiri6 la

explicita para la evaluacion de la derivada fue presentada.

idea de usar la igualdad

d"f(z) = %/_(: )\”d)\/::f(t)cos (tx—t)\+@) dt

dx™ 2
para definir las derivadas de orden no entero.

Esta fue la primera definicion de la derivada de orden arbitrario positivo apropiada para

toda funcion lo suficientemente “buena’, no necesariamente potencial.
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Los ejemplos mencionados anteriormente pueden ser considerados como parte de la
prehistoria de la integro-diferenciacién fraccionaria. La historia propiamente dicha del
“calculo fraccional” comienza con los trabajos de Niels Henrik Abel y J. Louville. En el

documento de Abel (1823), la ecuacién integral

/x%dt:ﬂx), x>a, 0<pu<l

fue solucionada en conexion al problema de la Tautocrona. Poco tiempo después
(1832-1837) aparecié una serie de documentos de Liouville que hizo de él el creador de la
substancial teoria de la integro-diferenciacién fraccionaria. La definicion inicial sugerida
por Liouville (1832) se basa en la férmula de diferenciacién de una funcién exponencial y

es aplicable para funciones f(x) que tienen expansién mediante la serie:

fla) =" Cre™.
k=0

Para tales funciones la definicién de Liouville es
D*f(z) =Y Crage™™, VaeC. (1)
k=0

Las restricciones de tal definicién estdan evidentemente conectadas con la convergencia
de la serie. Sorprendentemente de la definicién (1) Liouville obtuvo la férmula para la
diferenciacion de una funcién potencial.

En este mismo trabajo Louville deduce no muy rigurosamente la férmula:

1 o0
Df(x :7/ oz + )t tdt; —o0 <x <400, Rea >0,
)= Tyt J, Pt

llamada actualmente (sin el factor (—1)%) derivada fraccionaria segiin Riemann-Louville.
Siguiendo en significancia a los trabajos de Liouville, estan los documentos escritos por
Riemann en 1847 cuando éste era tan solo un estudiante y que sélo fueron publicados en
1876, diez anos después de su muerte. Riemann lleg6 a la expresion

L[ e
)/a( dt, x> a,

N r—t)-e
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para integracion fraccionaria, y desde ese tiempo ella se convirtié en la principal férmula
de integracion fraccionaria junto con la construccién de Liouville. En 1867 A. K. Griinwald
y en 1868 A. V. Létnikov desarrollan un método de integro-diferenciacién basado en la

generalizacién de la férmula de Riemann

£ (z) = 1 L@

h—0 hn ’

al caso de a no entero:
o o (AR ) (=)
D f(e) = lim ==

Hay que anotar la existencia de una carta de Létnikov del ano 1874 la cual contiene una
completa teoria de la integro-diferenciacion fraccionaria construida sobre las definiciones
de Riemann y Liouville, ademas de la aplicacion de esta teoria a la resolucion de ecuaciones
diferenciales.

Un periodo adicional en la historia del calculo fraccionario esta relacionado con la férmula

de Cauchy:
)y f(t)
/) = 27! / (t — z)"“dt’

Q

para funciones analiticas en el plano complejo. La directa extensién de esta formula a
valores no enteros de n conduce a dificultades debido a la multivaluedad de la funcion
(t—2)7""! y por lo tanto depende de la localizacién de la curva € circundante al punto z
y sobre un corte C' definido en una rama de la funcién (t — z)~""1. Aun asi, la extension
de la formula integral de Cauchy para valores de n no enteros fue desarrollada en primer
lugar por Sonine entre 1830 y 1832.

En 1915 Hardy G.H y Riesz M. usaron integracién fraccionaria para la sumacion de series
divergentes. Riesz M., en 1922-1923 demostro el teorema de valor medio para integrales
fraccionarias.

Especialmente se debe comentar el trabajo de A. Marshaud (1927) en el que se introduce

una nueva forma de derivacién fraccionaria:

0o l T
(Daf)(x):c/o %da > 0:



donde (Alf)(x) es la diferencia finita de orden [ > o; [ =1,2,3,..., c es constante.
Esta forma coincide con la definicién de Louville

IR R N () N
R ey i rry= = R ORS !

para funciones “suficientemente buenas”.

Finalmente, anotamos la formula de “integracion fraccionaria” por partes

b b
/wmmmmmzfﬂmwmmm,

la cual fue dada y demostrada en 1938 por Love y Young.

A partir de 1941 hasta la fecha, las contribuciones cientificas referentes al desarrollo del
célculo fraccional se propagan hasta el punto que en 1974 (New Haven, E.U.) se realiza el
primer congreso internacional de este tema. En los anos de 1984 (Glasgow, Gran Bretana)
y 1989 (Tokyo, Japdén) se realizan el segundo y tercer congreso internacional de célculo

fraccional.
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Capitulo

Integral y derivada fraccionarias sobre un

segmento

1.1. Preliminares

A continuacién presentamos ciertas definiciones y proposiciones del andlisis matemati-
co necesarias para nuestro propoésito. Topicos tales como las integrales dependientes de
pardmetro, funciones especiales ( funcién Gamma, funcién Beta, funcién hipergeométrica
de Gauss, funcién de Mittag-Leffler), teorema de Fubini, fundamentos de la teoria de la
medida e integral de Lebesgue y aspectos de la teoria de los espacios de Lebesgue son

considerados.

1.1.1. Espacios Lp(F)

Las propiedades integrales de las funciones se describen por lo general con ayuda de
espacios funcionales. Entre estos, los mas difundidos son los espacios de Lebesgue L,,. En

esta seccién presentamos ciertas propiedades fundamentales de dichos espacios.

Definicién 1. Sean R D E-Lebesque medible , f : E — R y 0 < p < +00. Se dice que
f € Lp(E), siy sdlo si:

1. f es Lebesgue medible en F



2. FEs finita la expresion

1

(Juera) s 0<p<o

supvrai| f(z)] si  p= o0,
el

||f(x)||Lp(E) =

donde supvrail f(z)| 2 esssup | f(z)| se define mediante la expresion
el zeE

supvrai| f(x)| ;== inf sup |f(x)|, u(e) =0.

2€E eCE pepNe
Observacién 1. 1. Consideremos la funcion
1 st z€Q
D(z) =
0 si ze@-
Observemos que sup®(x) =1 y p(Q) =0; ademds sup D (z) = 0.
zeR xeQe
Luego supvrai®(x) = 0.

zeR
Anotamos que bajo ciertas condiciones sobre la funcion f y su dominio E, se tiene

que sup f = supvraif.

el zeE
2. 810 <p<1, (Lp||ll) es un espacio vectorial cuasinormado. Sin embargo para
p>1,(Ly,||.||) es un espacio vectorial normado.

3. Siendo 1 < p < 400 se puede demostrar que si f,g son funciones Lebesgue
integrables entonces cf, f+g,sup(f,g) y inf(f, g) también son Lebesgue integrables.
La demostracion de (2)-(3) se basa en las desigualdades de Holder y Minkowsky.

4. Si1 <p < +oo entonces los espacios L,(E) son de Banach, esto es son completos

bajo la métrica inducida por la norma (x).



Sea 1 < p < 4+o00. Introducimos aqui la siguiente notacion:

51 Dbara l<p<oo

q:= 00 para p=1

—_

para p= o0 .

Entonces siempre tenemos que 1—1) + % = 1. Los nimeros p y ¢ se llaman conjugados.
Las demostraciones de las siguientes desigualdades pueden ser consultadas en Ulyanov,

Dyéchenko [14].

Teorema 1. (Desigualdad de Hélder). Sean E C R, 1 < p < 4o00. Si f € Lp(E) y
g € Lq(F) entonces fg € L1(F) y es vdlida la desigualdad

||f9||L1(E) < ||f||Lp(E) ||g||Lq(E) :

Teorema 2. (Desigualdad de Minkowsky) Sean E C R y 1 < p < +oo.
Si f,g € L,(E) entonces f + g € L,(E) y ademds

1f+ 9l < Wl + 19l ) -

Anotamos que si 1 <p<oo,y€e FCR,x€ ECR® y f € Lp(E), entonces tiene

lugar la llamada desigualdad generalizada de Minkowsky:

/F £z, 9)dy

Es decir, la norma de la integral no excede la integral de la norma.

< / 1) i
Lp(E) F

A continuacién presentamos el teorema de Fubini, que permite reducir el calculo de la
integral de una funcién f € R al cdlculo de dos integrales sucesivas, en R" y R®,

efectuadas en cualquier orden.



Teorema 3. (Teorema de Fubini) Sea f € L1(E X F') donde E CR", F C R®, con E

y F' conjuntos medibles; entonces

1. f(z,-) es integrable en F' como funcion de y, p.c.t. © € E.
2. [ f(z,y)dy es integrable en E como funcidn de x.

F
3. f(-,y) es integrable en E como funcion de x, p.c.t. y € F.

4. fE f(z,y)dx es integrable en F como funcion de y , ademds son wvdlidas las

rgualdades:
[ [swwy)ac= [ | [ s@pae|as= [ gy )
FE F F E ExF

Teorema 4. (Teorema de Tonelli) Sean E C R", F C R®, con E y F conjuntos

medibles. Si al menos una de las integrales

[ Jirewwis) e [{ [ 15 | a

E F

es finita, entonces la otra también lo es y ademds es vdlida (1.1).

1.1.2. Funciones absolutamente continuas

Definicién 2. Sea f : [a,b] — R. f es absolutamente continua en [a,b], si
Ve > 0, 40 > 0 tal que para cualquier sistema finito de intervalos, disyuntos dos a

n

dos (ag,bx) C [a,b], k =1,...,n tal que > (b — ar) < 0, se cumple la desigualdad

k=1
2 1£(be) = flaw)] < e
El espacio lineal de funciones absolutamente continuas se simboliza AC([a,b]).

Observacién 2. 1. La definicion anterior se satisface st la  expresion

é |f(br) — f(ax)| < € es sustituida por | i(f(bk) — flap))| < e.

2. FEl sistema de intervalos disjuntos dos a dos considerado en la definicion puede ser

numerable, produciendo sumas infinitas en la correspondiente definicion.



Ejemplos.
1. p(x) = €”, es absolutamente continua en [0, 1].

2. La funcién
zeos(2) si 0<z <1

flz) = 2
0 si x=0,

es continua en [0, 1] pero no es absolutamente continua en dicho segmento.

Ciertas propiedades de las funciones absolutamente continuas se enuncian a continuacién

(sus respectivas demostraciones pueden encontrarse en Kolmogdérov [8]).

1. Toda funcién AC([a,b]) es continua, y por lo tanto uniformemente continua. El

reciproco es falso (ver ejemplo 2).

2. Sean f,g € AC([a,b]), a, B € R. Entonces
af +Bg € AC(la, b)), fg € AC([a,b]). Ademas, si Vz € [a,b] g(x) # 0, entonces
flg € AC([a,b]).

3. Si f e AC(Ja,b]), entonces p.c.t. x € [a,b], 3 f'(z)y ademés f" € Ly([a,]]).
4. Si f € AC([a,b]) y f'(x) =0 p.c.t. z € [a,b], entonces f es constante.
5. ¢ € AC(Ja, b)) siy solo si
o(x) = /x f(t)dt + C, f € Li([a, b)), C — constante. (1.2)

O sea que la clase AC([a, b]) coincide con la clase de primitivas de funciones Lebesgue

integrables.

6. Si f € Ly([a,b]), entonces ¢'(z) = f(x) p.ct. x € [a,b], donde ¢ se determina

mediante (1.2). Esto es, toda funcién AC es la primitiva de su derivada.

Definicién 3. Sea f : [a,b] — R, n € N. Denotamos por AC "([a,b]) al espacio de
funciones f(z) continuamente diferenciables en |a,b] hasta el orden n — 1, con
f=Y e AC([a, b]).

Claramente AC'([a,b]) = AC([a,b]). Ademds C "([a,b]) € AC "([a,b]) C C "~!([a,d]).

>



El siguiente teorema es la generalizacién de (1.2), lo que permite caracterizar al espacio

AC ™([a,b]). Su demostracién puede ser consultada en Natanson [10].

Teorema 5. El espacio AC ™([a,b]) consta unicamente de las funciones f, representables

en la forma

1 ! n—1 = k
R AU A U LED SECE

(n—1
donde ¢ € Ly(la,b]) y cx son constantes arbitrarias, k =0, ...,n — 1.
Segun este teorema, la clase AC' "([a, b]) consta de funciones que se representan mediante

una integral n-multiple de Lebesgue de una funcién sumable, mas un polinomio de grado

n — 1.

1.1.3. Funciones especiales

Presentamos a continuacion las definiciones y propiedades principales de algunas funciones

especiales.

A . Se llama funcién Gamma o integral de Euler de segunda especie a la integral
impropia

L(p) :== / tr~te~tdt.  p>0.
0

La funcién Gamma satisface las siguientes propiedades:

a) Converge para p > 0. En otro caso la integral diverge.

b) Vp >0, I'(p+ 1) = pI'(p). En particular para n € Ny, I'(n + 1) =nl.

c) Para 0 < p < 1 se tiene I'(p)['(1 — p) = === (Férmula del complemento).

sinmp

B . Se llama funcién Beta o integral de Euler de primera especie a la integral
impropia:

1
B(p,q) == / N1 —2)"de; p>0, ¢>0.
0

I'p+n+1)

La funcién Gamma para p < 0 se define de la siguiente manera: T'(p +n) := n
p+n

—(n+1)<p<—-n;V¥neN.



La funcion Beta satisface la relaciéon:

I'(p)L'(q)

B(p,q) = Twta)

, p>0,qg>0.

C . La funcién hipergeométrica de Gauss »F](a, b;c; x) estd definida en el intervalo

(—1,1) de la siguiente manera:

F(C) ' b—1 c—b—1 —a
o Fi(a,b;c;x) := ) (1 —1t) (1—at)™%dt, 0<b<ec (1.3)
0

T(®)D(c—b

La funcién hipergeométrica de Gauss posee las siguientes propiedades:

a) 2F1(a,b; c;x) =9 F1(b, a;c;x)

b) oFi(a,b;b;x) = (1 —x)~“

D . La funcién de Mittag-LefHler es una funcién entera y estd definida mediante la

serie:

Zk

I'(ka+ B)

WK

E.p(z) = ,a>0, 8>0.

e
Il

0

Para mas detalles sobre las funciones definidas en A-D, consultar Prudnikov, Brichkov,

Marichév [11].

En orden a abordar el principal objetivo de este trabajo el cual es el problema de Cauchy

para EDF, nos vemos en la necesidad de estudiar algunos tépicos del calculo fraccionario.

1.2. Derivada e integral de orden no entero segun
Riemann-Liouville sobre el segmento [a,b]

En esta seccion presentamos las definiciones de la integral y derivada fraccionaria de
Riemann Liouville y sus principales propiedades, considerando como punto de partida la

solucion de la ecuaciéon integral de Abel.



1.2.1. Ecuacion Integral de Abel

La ecuacién

f(x) = ! /(x f(tt))1—adt’ x> a, (1.4)

donde 0 < o < 1, es llamada Ecuacion integral de Abel. Si en (1.4) suponemos que f es
conocida y ¢ desconocida, entonces haciendo uso del teorema de Fubini y permitiendo
“cierto comportamiento” a f tenemos que la solucién de (1.4) es :

I S i)
0= =ay ), G-

A fin de establecer condiciones sobre f para que la ecuacién integral de Abel sea soluble,
consideramos ciertos resultados preliminares. Las respectivas demostraciones se pueden
consultar en Samké, Kilvas, Marichév[13].
Definimos la funcion auxiliar de f como:
0
_olx) = dt.
ool = s1=7 | gy

a

Es claro que si f € Li([a,b]) entonces fi_, € Li([a,b]).
El siguiente teorema establece condiciones suficientes y necesarias para la solubilidad de

la ecuacién integral de Abel.

Teorema 6. Para que la ecuacion de Abel (1.4) con 0 < a < 1, tenga solucion en

Li([a,b]), es necesario y suficiente que:

fiea € AC([a,0])  y  fi-ala) = 0.

Observemos que el teorema establece un criterio para la solubilidad de la ecuacién in-
tegral de Abel en términos de la funcién auxiliar f;_,; sin embargo el lema y corolario
siguientes dan condiciones suficientes para la solubilidad de (1.4) a partir de la funcién f.

Las respectivas demostraciones se pueden ver en Bautista, Palechor [3].



Lema 1. Si f € AC([a,b]), entonces fi_o € AC([a,b]) y ademds

1

froald) = g o |F@ =0+ [ £ - 0]

Corolario 1. Si f € AC([a,b]), entonces la ecuacion integral de Abel es soluble para

0<a<1enLi(a,b]) yademds su solucion puede representarse en la forma:

@) = 71 - ) [@f_(ai)a " / <xfl—(ss>>ad8} |

1.2.2. Integral de orden no entero segin Riemann-Liouville

sobre el segmento [a, b

Sea n € N. Para la integral n- multiple [dz [ dx... [ f(x)dz es conocida la férmula:

(I"f)(z) = / dz / dz... / f(a)de = ﬁ / (x — )" F(t)dt; x € [a,b] (1.5)

que se prueba facilmente por induccion matematica.
Siendo I'(n) = (n — 1)! observamos que la parte derecha de (1.5) puede tener sentido para
valores de n no enteros. Es asi natural definir la integral de orden no entero de la siguiente

manera.

Definicién 4. Sean oo > 0 y ¢ € Li([a,b]). Las integrales

T

(Igrp) () = F(la) / @ f(f))l_adt, x> a,

(I p)(x) == ! /(t ip(;))l_adt, x < b,

se llaman integrales de orden o segun Riemann-Liouville de la funcion ¢ en [a,b],

izquierda y derecha respectivamente.



Observaciéon 3. 1. Observemos que la integral de orden « es la construccion ya

conocida a través de la ecuacion integral de Abel.

2. En lo que sigue consideraremos, siempre que no se diga lo contrario, unicamente las
integrales 13, las cuales denotaremos simplemente por 1. Esto se debe a que existe

una relacion sencilla entre estos operadores integrales. Precisamente,
QI e = I;" Qp.
QL_p = I3, Qp.
donde Q) es el operador de reflexion definido de la siguiente manera:
(Qp)(z) =¢la+b—1x), Vzé€la,bl.

Por ello resultados similares también tendrdn lugar para Iy . Esto se constata en el

ejemplo 2 a continuacion.
Ejemplos.

1. Sea f(z) = (z — a)?~! donde 8 > 0. Entonces

T —a B—1
I 1)@) = o / Ei - til_adt-

Sea 7 = =% de donde (z — a)(1 — 7) = z — t. Luego,

r—a’

T _aﬁ—l
D) = g |

_ Lx_aﬁ-l-a—l lTﬁl Ta—lT
- Fale-o / (1-7)ed
R R R
B S L

2. Calculemos I ¢ donde ¢ = (b — x)?~1 siendo 8 > 0 Observemos que este ejemplo
puede obtenerse aplicando el operador de reflexién. En virtud del ejemplo 1 sabemos

que

(1)) = (= )

10



siendo f(z) = (z — a)’~!; de manera que

QU f)(z) = %(b _ g)fta-t

Pero QI¢, f = I Qf vy como ¢ = @) f entonces

5 Dle) = oy (b= 0

3. Sea ¢(z) =2°71(1 —x)’7! donde z € [0,1], 3> 0y #~ arbitrario.

T 4p5—1 _ +\7—1
(1°)(z) = = / G Gt

I(a) (x —t)t=
Sea 7 = £t de donde x(1 — 7) = ¢. Luego,
o) (x :Lzma_l 1 — 7)1 =21 — 7)) Yer)* Ydr
(1"9)e) = e [ (=7 1= a1 =y ar)

Sea 0 = 1 — 7. Entonces

(I*p)(x) = ﬁxmo‘_lfo o711 = 20) 711 - 0)* do;

Usando (1.3) se tiene que

(170) (&) = =00y (1~ 5. B0+ i)

(o + 5)

4. Para la funcién p(z) = e** | con A < 0 su integral fraccionaria estd dada por la

expresion:

(I°¢)(z) = X (2 — a)*Ey 01 (Ax — Aa).

Los siguientes resultados muestran algunas propiedades de las integrales fraccionarias de

Riemann-Liouville.

Teorema 7. (Formula de integracién por partes)
1 1

Sean a € Ry, v € Lp([a,b]) y ¥ € Lq([a,b]) con —+—-<1+a, p>1,q>1. Entonces
p g

se cumple

| ez @i = [ oo
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Teorema 8. (Propiedad de semigrupo)

Sean >0, >0 y ¢ € Li([a,b]). Entonces
I°1Pp = 2Py,

Demostracion. Por definicién tenemos

o = w5 [ e (o) o

Para calcular la integral se intercambia el orden de integracion, lo cual es véalido por el

teorema de Tonelli (ver teorema 4). Luego,

e el R U e = I

t—T1

Sea s = ,dedonde t=s(x—7)+7 y (r—1t)=(x—7)(1—s). Porello

aroe) = e | o0 (] ) o

< i o0 ([ )
_ <a,ﬁ>) [ or)

C(a)T(B x —T1)lmaB
_ 1 T e(n)
= tari ) Gt
= I“Py(x) .

0

La propiedad de semigrupo se satisface para todo punto si ¢ € C([a,b]) y se verifica en
ct.p.si ¢ € Li([a,b]). Ademas si a + 3 > 1, entonces para ¢ € Li([a,b]) tal igualdad

se cumple en cada punto de [a,b].

En analogia a lo estudiado en los cursos de cédlculo, es natural introducir la diferenciacion

fraccionaria como una operacion inversa a la integracion fraccionaria.

12



1.2.3. Derivada de orden no entero segin Riemann-Liouville

sobre el segmento [a,b]

Definicién 5. Sean 0 < a <1 y f : [a,b] — R. Si las integrales
1 d [ f@
D = — dt > a;
(D () F(l—a)dx/(x—t)“ e

a

(Dy_f)(x) = 1“(1_—1 a)%/ (tf—(tg):)adt’ z < b,

T

existen y son finitas, entonces ellas se llaman derivadas de orden o segun Riemann-

Lowwille de la funcion f en [a,b], izquierda y derecha respectivamente.

En lo que sigue consideraremos, siempre que no se diga lo contrario, inicamente la derivada

D¢, la cual denotaremos simplemente por D®. Resultados similares también tendran lugar

para Dy .
Ejemplos.

Calculemos las derivadas de orden o € (0, 1) de las siguientes funciones:

1. f(z) = (x — a)*"'. Entonces

N _ 1 d [*(t—a)!
(D f)(l')—m%/a Wdt.

Sea T = . Luego z — (x —a)T —a =z —t,
r—a

de donde (x —a)(1 —7) =x —t, y por tanto

N B 1 d (! [T(z — a)]* Y (z — a)
PN = Fi—ajas ), e AT
1 d ! a—1 —« _ ]‘ d _
— m@/o‘ T (1—7') dT—m%B(OK,l—Q)—O

2. En el caso més general, para f(z) = (r —a)™ con pu<1, a+p<l,

1 d [“({t—a)™
D“ = ———dt
(DNE) = 5= dx/a (z—t)
Aplicando el proceso anterior obtenemos:

(D f)(a) = L) ]

T ji—a) (r = apie’ (1.6)
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Observacién 4. 1. El ejemplo 1 indica que la funcién (x—a)®~! juega para la diferen-
ciacion fraccionaria el mismo papel que la funcion constante para la diferenciacion

habitual.

2. Observemos que hasta el momento hemos definido las derivadas fraccionarias
unicamente para 0 < o < 1. En cambio, las integrales fraccionarias las definimos
para todo a > 0. Antes de considerar la diferenciacion fraccionaria para ordenes de
a > 1, el siguiente teorema nos proporciona condiciones suficientes sencillas para

la existencia de las derivadas fraccionarias.

Teorema 9. Sea 0 < a < 1. Si f € AC|a,b] , entonces la derivada D®f existe en casi
todas partes, perteneciendo a L.(a,b), para 1 < r < é, y puede también escribirse en la

forma:

w1 flay [ FO
(D f)(:c)—r(l_a> (x_a)aJra/r_t)adt . (1.7)

Demostracion. Dividimos la demostracion en tres etapas:

a) La existencia de la derivada D*f se deduce del Lema 1.
b) La representacién de D®f mediante (1.7) se obtiene al aplicar el corolario 1.

c) Para completar la demostracién mostremos que D®f pertenece a L.(a,b), para

1<r< é
Como D®f se puede expresar mediante (1.7), es suficiente mostrar que

< Q.
Ly ([a;b])

(z — a)"f(a) + / ot (1)t

(2 — a)"f(a) + / -t (1) de

< @ =a)™ L, qaenlf(a)]
Lr((a.b)

_l_

/ o — ) e

Ly ([a,b])

Ahora

1@ = @)l oy = ( / (o a>—wdx)

1
T

b
y / (x —a)"*"dz converge para ar < 1.
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Luego

—a 1
[f(a)|l[(z —a)" ||z, (lap)) <00 para r < o

\ [ =0 rwa

[ w-tresion] < | e — POt

x b
JRCETRIOT [ rwa
y por la desigualdad generalizada de Minkowsky

b
‘/(x—t)‘af’(t)d' / G = 01 o | £/ (1) .
a Ly z([a,b])

Ahora mostremos que

Comprobemos que

< 00}
Ly, ([a,b])

COo1mo

entonces

<
Ly, ([a,b])

Ly« ([a,b])

(@ =)™ L,.s (0 < 00

En efecto,

</ab\:c—t|_°”dx)% _ (/ -1 m‘dx+/t ot O”d:c)%
( / ) erd(t — )+/tb(:):—t)_°”d(:r—t))%
(I

1
x T= 1 v
o) )

1—ar

1
T

= (1_M)1 [(b—=t)' 7"+ (t —a)' 7]

Como % —a > 0, entonces 1 — ar > 0, luego

-t <b—a)™ vy (t—a) "< (b—a)", si a<t<b.

Por tanto,
b 1 1
' 1
([romin) s G lo-atsoarey
20(b—a)r _
(1—ar)r '



Luego
b b
[ = 0o 00 < 0 [ 17 e,

y como f € AC([a,b]), entonces f' € Li([a,b]) y

\ [ =0 rwa

= fw)+ [ @ — )P () de

< Q.
Lr,z([a,b])

En consecuencia

< 0.
L,z ([a,b])

Ahora para o > 1 presentamos las siguientes definiciones:
Definicién 6. Sea « € Ny. Entonces:
d\* d\*"
DY =|(—) , DY =——) , D'=1Id
" (dm) it ( dx)
entendiendo estas derivadas en el sentido habitual.

Definicién 7. Sea v ¢ N con «a > 1, [a] la parte entera de o y {a} la parte fraccionaria

dea, 0<{a}<1l. Asi a=[a]+{a}. Definimos las derivadas de orden o mediante

o d\" pled d o
pis= () Pl ()

d\ e {a} 4\ e+t 1 {a}
DY fi=—— =—-—— }
= ( dx ) = ( dx ) /

xT

e / I (18)

las formulas:

De esta manera,

05 1)) = s (1) /bt_w L — (19)

donde n = [a] + 1.
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Ejemplo. Siendo f(z) = (x —a) " con p<1ly a+p<1,ydeacuerdo con (1.6),

[(1— p) 1

DO = T S e

Se puede mostrar que la anterior igualdad es cierta para todo a > 0 y ademas
(Df)(x) =0 si f(z)=(x—a)*" k=12 .,1+]a]
En efecto, para f(z) = (z —a) " conp<lya+pu<l,

016 = e () / R

a

t—a
Sea T =

. Luego z — (x —a)r —a =z —1t,
rT—a

de donde (z —a)(1 —7) = x — ¢, y por tanto

N6 = o (1) oo / FH(L )l

I'(n —«) /
1 d\" o
= mlg(l—u,n—a) <%) (x —a)
(1 —p) 1

IF'l—p—a)(z—a)rte

Para el caso en que f(z) = (z —a)**, k=1,2,...,1+[a],

D)~ s () [

Aplicando el proceso anterior obtenemos:

Bla—k+1l,n—a)(d\" Tk
D = — —a)" " =0.
) = 2= () -
Observacién 5. 1. Una condicion suficiente para la existencia de las derivadas (1.8)

y (1.9) es

T

f(t) ol (7,
/(x_t)adteAC ([a, 1)),

a

esta condicion también se satisface si f € AC([a,b]).
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1.2.4. Diferenciacion e integracion fraccionaria como

operaciones inversas

Sabemos que las operaciones de diferenciacién e integracién no son operaciones inversas
en el sentido estricto: %fgp(t)dt = ¢(x); sin embargo, fgp’(t)dt # (x) debido a la
aparicién de la constante a—gp(a). Asf mismo (-£)"I7(t) :aap, pero I'o™ # o, difiriendo
de ¢ en un polinomio de orden n — 1.

Es natural esperar que D*I%p = ¢, aunque 1*D%p no necesariamente coincida con ¢(x)
debido a la aparicién de las funciones (x — a)®~* donde k = 1,2,....,[a] + 1 las cuales

juegan el papel de polinomios para la diferenciacion fraccionaria.

Definicién 8. Sea o > 0. Definimos [%(Ly) como el espacio de funciones representables

por una integral fraccionaria derecha de orden o de alguna funcion sumable.

El siguiente teorema caracteriza el espacio I%(Li), su respectiva demostraciéon puede

encontrarse en Bautista, Palechor [3].

Teorema 10. Sea o > 0. Entonces f(x) € I*(Ly) si y sdlo si
fo—a(z) = 1" f € AC "([a, b)),
donde n = [a] + 1 y ademds
P (@)=0 k=0,1,..,n—1. (1.10)

Observacién 6. (a) Enfatizamos en conezion con la definicion 8 que la representacion
de una funcion f(x) mediante una integral fraccionaria de orden o y la existencia de
la derivada fraccionaria de este orden para f(z) son cosas diferentes. Por ejemplo,
la funcion f(x) = (x —a)*Y, 0 < a < 1, tiene derivada fraccionaria o igual a

a—1

cero, sin embargo la funcion (r — a) no se puede representar mediante la integral

fraccionaria de orden « de funcion sumable alguna (para ella fi_o(a) #0).
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(b) Si asumimos que D*f = (L)['=f existe en casi todas partes, entonces debemos
tomar en consideracion lo siguiente. Sabemos que la existencia de derivada
sumable ¢'(x) de una funcion g(x) no siempre garantiza la restauracion de g(x)
como la primitiva. Es decir, en general f; g (t)dt # g(x) + ¢ (ver por ejemplo,
Natanson [1,pagl99]). Mas ain, existe una funcion continua mondtona g(z),
donde g(x) # const tal que ¢'(x) = 0 en c.t.p. Este tipo de “fendmenos” son

eliminados si tratamos con funciones absolutamente continuas.

Por estas razones la suposicion de que “ la derivada fraccionaria D®f existe en casi todo
punto y es sumable ” es insuficiente para el desarrollo de una teoria satisfactoria. Asi que

es necesario dar un sentido mads fuerte a la existencia de D¢ :

Definicién 9. Sea a > 0. Diremos que una funcion f € Li(a,b) tiene derivada

fraccionaria sumable D*f , si I"*f € AC™([a,b]), n=|a]+ 1.

Notemos que si D*f = (£L)"]"~*f existe en el sentido usual, entonces f(z) tiene una
derivada en el sentido de la definicién 9. En efecto, si D*f = (ZL)"["~*f existe en el
sentido usual entonces I~ f € C "([a, b]).

Puesto que C' "([a,b]) € AC ™([a,b]) € C ""([a,b]); n € N, entonces I""*f € AC "([a, b]).
El siguiente teorema establece la principal relacion entre los operadores de integracion y
diferenciacion fraccionaria (su respectiva demostracién puede encontrarse en Bautista,

Palechor [3]).
Teorema 11. . Sea o > 0. Entonces la igualdad:

D¥I[%p = o, (1.11)
es valida para cualquier funcion sumable ¢, mientras que

I°D% = ¢ (1.12)
se satisface para

p € I%(Ly). (1.13)
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Si asumimos en lugar de (1.13) que ¢ € Ly(a,b) con derivada sumable D%p
(en el sentido de la definicion 9 ) entonces (1.12) no es verdadera en general, y se

reemplaza por el siguiente resultado:

a—k—1

n—1
I'Dp=p—Y (2~ @)™ pn-konyy | (1.14)
k=0

— T'(a—Fk)
donden=[al+1y foolx)=I1""“f. En particular , cuando n =0 tenemos:

(x —a)*”

D% == g —fiala) (1.15)

donde 0 < o« < 1.
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Capitulo

Aplicacion del calculo fraccional a las

ecuaciones diferenciales

En este capitulo presentamos algunas definiciones generales sobre ecuaciones diferenciales
ordinarias (EDO), mostrando ademés uno de los teoremas de existencia y unicidad basicos
(debido a Cauchy). Como aplicacién de la integro-diferenciacion fraccionaria estudiamos
el andlogo del problema de Cauchy para ecuaciones diferenciales ordinarias de orden no

entero (EDF) mediante el método de Picard.

2.1. Conceptos generales

En esta seccién consideraremos n € N.

Definicién 10. Llamaremos ecuacion diferencial (ED) a wuna ecuacion que
relaciona  una  funcion (una wvariable dependiente), con sus wvariables (variables
independientes), y sus derivadas. Si la ecuacion contiene derivadas respecto a una sola
variable independiente entonces se dice que es una ecuacion diferencial ordinaria
(EDO); y si contiene las derivadas parciales respecto a dos o mas wvariables

independientes se llama ecuacion diferencial en derivadas parciales (EDDP).
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En lo que sigue nos ocuparemos sélo de EDO y salvo que el contexto nos indique otra
notacion, utilizaremos x para denotar la variable independiente e y para la variable

dependiente.

Definicién 11. Se llama orden de la EDO al orden de la derivada mds alta que aparece

en la ecuacion.

Definicién 12. Decimos que una EDO de orden n estd expresada en forma implicita

cuando tiene la forma
F(:I;7 y7 y/7 Tt y(n)> = O Y

siendo F una funcién F': Q@ C R"*2 — R con Q generalmente abierto en R"*2. Decimos
que la ecuacion estd expresada en forma explicita o resuelta respecto a la derivada

de mayor orden cuando tenemos

y(n) = f(x7 y7 y/7 M y(n_1)> Y

con f: D CR"™ — R una funcién definida en un subconjunto D (generalmente abierto)

de R™+1,

Definicién 13. Se dice que una EDO es lineal si tiene la forma
an (@) Y™ + an 1 (2)y™ Y + L+ a(2)y + ag(2)y = g(z) ;

y se llama lineal homogénea si ademds g(x) = 0. Una EDO que no es lineal se dice

no lineal.

Definicién 14. Decimos que una funcion y = (x) definida en un intervalo I
(abierto o cerrado) (es decir, ¢ : I C R — R) es solucién de una ED en dicho intervalo,

st sustituida en dicha ecuacidon la reduce a una identidad.

Una solucion de una EDO puede ser de tres tipos: general, particular o singular.
Una soluciéon general es aquella que contiene constantes arbitrarias igual en ntimero al

orden de la ecuacién.

22



Una solucién particular de una EDO es aquella que se obtiene de la solucién general
dando uno o mas valores particulares a las constantes.

Una solucién singular de una EDO es una solucién sin constantes arbitrarias que no
puede obtenerse a partir de la solucién general.

Para finalizar esta seccién mostramos a manera de ejemplo, algunas ecuaciones especiales
de la teoria de las EDO.

Ejemplos 1. La ecuacién de primer orden de la forma

y' + P(x)y = Q(z)y’

donde # € R, se llama ecuacion de Bernoulli. Es claro que si § = 0, la EDO

anterior es lineal y, si § = 1 es de variables separables. En otro caso, se hace la
sustitucién z(x) = y'7?(z), con lo que la EDO de Bernoulli se transforma en una
lineal.

Ejemplos 2. La ecuacion de la forma

y=xoy) + ¢y,

donde ¢ y 1 representan funciones continuamente diferenciables, recibe el nombre de
ecuacion de Lagrange. En el caso particular en que ¢(y') = v/, la ecuacién recibe el

nombre de ecuacion de Clairaut.

Ejemplos 3. La EDO lineal
n—1, (n—1)

"y ™ + ap_ 12"y + L+ gy + agy = f(z),

donde a, son constantes, a, # 0, se llama EDO de Euler. Con la sustitucién x = e?,

convertimos la ecuacion de Euler en una EDO con coeficientes constantes.
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2.2. Problema de Cauchy para la EDO de primer
orden, resuelta respecto a la derivada

Dada una EDO, la primera cuestion natural a considerar es la existencia de soluciones.
Un aspecto importante a resaltar es el tipo de soluciones que buscamos, es decir las
propiedades que tienen dichas soluciones. En este sentido presentamos algunos conceptos

que nos conduciran a un resultado sobre la existencia de soluciones continuas.

Definicién 15. Sea Q C R2. Supondremos siempre que Q satisface las dos condiciones

stquientes:

1. Q0 es un conjunto abierto. Esto es, para todo punto py € ) existe un radio r > 0
tal que todo punto p en R? cuya distancia a py es inferior a v (||p — pol| < r)

pertenece a §2.

2. Q) es conexo. Fs decir, no es posible encontrar dos conjuntos abiertos no vacios

Qy, Qy tales que (NN =0 y QUQ =Q.
Se dice entonces que Q es un dominio de R2.

Definicién 16. Sea f una funcién de valor real definida sobre |a,b]. Decimos que f

satisface la condicion de Lipschitz en |a,b] si existe una constante L > 0 tal que

|f(z) = fy)| < Lz —y|; Va,y € la,b]. (2.1)

El espacio de funciones que satisfacen la condicién de Lipschitz en [a, b] se denota Lip(|a, b]).
De la anterior definicién se deduce que si f € Lip([a,b]) entonces f es

uniformemente continua sobre [a,b]. Ademés, si f € C'([a,b]) entonces f € Lip([a,b]).

El siguiente teorema es un resultado general sobre espacios métricos completos. Su

respectiva demostracién puede ser consultada en Kolmogdérov [8].
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Teorema 12. (Teorema del punto fijo de Banach) Sea (M,d) un espacio métrico
completo y T : M — M wuna aplicacion tal que existe un numero real 0 < A < 1 de modo
que:

d(T(z), T(y)) < Md(x,y); Vax,ye M.

Entonces eziste un inico v € M tal que T'(x) = x.

Las aplicaciones T" que cumplen la propiedad indicada se llaman contracciones. Los
puntos x que cumplen T(z) = x se llaman puntos fijos de T. El teorema afirma que

toda contraccion en un espacio métrico completo tiene un tnico punto fijo.

Abordamos a continuacién el primer objetivo principal de esta seccion, el problema de

Cauchy para EDO de primer orden, resueltas respecto a la derivada.

Planteamiento del problema

Dada una EDO de primer orden

definida sobre un dominio €2 que contiene el punto (xg, yo), el problema de Cauchy consiste

en determinar una solucién y = y(x) de (2.2) que satisfaga la condicién inicial

y(zo) = Yo. (2.3)

Uno de los resultados generales de la teoria de EDO, que se aplica tanto a los casos lineales

como no lineales, es el siguiente teorema debido a Cauchy.

Teorema 13. i) Sea f(x,y) una funcion de valor real continua en Q y que ademds

satisface la condicion de Lipschitz respecto a y:
|f(:c,y1) - f(xva)‘ < L‘yl - y2‘ ) V(l’,yl), (x7y2) € (.

ii) Sea R = {(x,y) € Q: |z — x| < a,|y —yo| < b}, donde (x¢,yo) es un punto interior

de 2 y a,b constantes positivas.
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Entonces el problema de Cauchy

/
y'(z) = f(z,y)
(2.4)
y(xo) = yo
tiene solucion sobre el segmento [rg — d,x9 + O], donde § = min{a,% ,

M = sup |f(z,y)|. Si ademds § < 1 entonces (2.4) tiene una unica solucion.
(z,y)eER

La demostracién que presentamos a continuacion muestra dos aspectos de gran interés:
por una parte la aplicacién del teorema del punto fijo de Banach (ver punto 3) de donde
se deduce tanto la existencia como la unicidad de la solucién, y por otra, el método de
aproximaciones sucesivas (método de Picard) empleado en la prueba de la existencia de
soluciones. Senalamos que el método de Picard proporciona una demostracion constructiva
de la existencia de soluciones para la EDO; precisamente por esta razon lo presentamos,

puesto que dicha construccién nos permitira hallar la solucién de ciertas EDF (ver seccién

2.3.1).
Demostracion. Consideraremos cuatro etapas.

1. El problema (2.4) es equivalente a la ecuacién integral
) =m+ [ Sty 25
To

Es decir y(z) es solucién del problema de Cauchy si y sélo si y(x) es solucién de

(2.5). En efecto:

=) Suponemos que y(x) satisface el problema de Cauchy, entonces

dy(z)
dz

= f(z,y(x)).
Luego

y(zr) = /f(t, y(t))dt +C, C — constante.

o
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Como y(zg) = yo, entonces C' = yo y por lo tanto y satisface la ecuacién integral
(2.5).

<) Si y satisface la ecuacién integral, entonces diferenciando tenemos:

dy(z)
dx

= f(a?,y(:)s)),

esto es, y satisface la ecuacion diferencial (2.2), ademds (2.5) muestra que y(zo) = yo.

En conclusién, el problema de Cauchy es equivalente a la ecuacion integral

y(@) = yo + | F(ty(0))dt.

o

. Claramente |f(z,y)] < M = sup |f(z,y)| ; V(z,y) € R. Sean § = min{a, =} y
E = [wo — 8,2 + 4], e

Examinemos detenidamente el niimero 0 definido anteriormente. Si a < % entonces
0 = ay lasolucion del problema de Cauchy esté definida para todo x € [xo—a, xo+al.

Si % < a entonces § = % y la solucién se tiene inicamente para todos los puntos

de E.

Consideremos la sucesion {¢,} definida recursivamente como sigue:

<P0($) = Yo
%@:=%+/ﬂmmmw

pulz) = %+/fm%A@Mt

Veamos que {y,} converge uniformemente sobre F a la solucién de la ecuacion

n€eNp

integral

o(x) = yo + /f(t, o(t))dt.
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Realizamos esta prueba en cuatro etapas:
a. Como consecuencia de la continuidad de f, para todon € Ny, ¢, (x) es continua
sobre E. Ademés para todo n € Ny se verifica que |p,(x) — yo| < b.

En efecto,
on(z) — 0] = / £ty s (1))dt| < / F(t ona(8))]dt

< M/dt:M|x—x0|§M5§b.

xo
Lo anterior nos permite concluir que yo — b < ¢,(x) < yo+ b y por lo tanto

f(z, pn(x)) estd bién definida, ya que (x, p,(z)) € R.

b. Afirmamos que

MLtsn
n!

lon(@) — s (z)] < , VneN, Vzek. (2.6)

Realicemos la demostracion usando el principio de induccién matematica:

e Sin =1 entonces

lp1(z)—po(2)| = [p1(2)—yo| = /f(t, pol(t))dt| < /|f(t, wo(t))|dt < M|z—xo| < MG.

xo o
e Supongamos que (2.6) se cumple para n = m es decir,

Mpmtam

(on() — onale)] <

y mostremos que (2.6) se cumple para n = m + 1. En efecto, como f satisface la

condicién de Lipschitz respecto a y sobre R C €2, se tiene que para algin L > 0,

|f(Iay1) - f(ijz)| < L|y1 - y2|> V(Iayl)a (x>y2) € R.
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Entonces,

T

[ Pmr1(2) = pm(z)] = /Uﬁ#m@ﬂ—f@¢m4®Dﬁ

< / (e om(®) = F(t s (D)t < L / (Ounlt) — P (1)t

t — m 5m+1
< L/MLm—lﬂdt <2
m! (m+1)!

zo
En virtud del principio de induccién matematica concluimos que (2.6) es valida para

todo n € N.

c. Por la parte b tenemos:

MLn—lén
|Q0n($) - Qpn—l(l’” < T, Vn € N, Ve e F.
M~ (LOY _ M

Como F s = T(em — 1), en virtud del criterio M de Weierstrass ' se

—~ !

j_
concluye que

wo(@) +3_(3(x) = p51(2))
j=1

converge absoluta y uniformemente sobre £ a una unica funcién ¢(z). Luego,

p(@) = po(@) + lim D (p5(x) = pj1()) = lim on ().

d. Probemos que ¢(z) es solucién de la ecuacién integral (2.5) para todo x en E.

En efecto, como f(x,y) es continua en 2 y ¢,(x) = ¢(z) entonces
B

lim f(z, on(x)) = f(z, o(x)).

n—o0

1 Sea {f,} una sucesién de funciones definidas sobre un conjunto X. Supongamos que

|fr(z)| < M,; Vo € X, Vn € N. Entonces Y f,(x) converge absoluta y uniformemente en X si > M,

converge.
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Por tanto,

Po) =l o) = o+ Y [ ft (e

o
T

= w+ / Tim f(t,on(8))dt = yo + / F(t, (1)) dt.

x0 Zo
De lo anterior concluimos que la funcién ¢(z) es solucién del problema de Cauchy

descrito en (2.4).
Para mostrar la unicidad de la solucion, consideremos el siguiente espacio lineal:

C" = {g € C(E) : [g(x) — yo| <0}

El espacio C* con la métrica estandar es completo, ya que representa un subespacio
cerrado del espacio completo de todas las funciones continuas sobre E. La afirmacién
de que C* es cerrado se tiene del hecho de que cualquier sucesién convergente en F
converge uniformemente a una funcién continua perteneciente a C*.

Definimos la aplicacién T : C* — C(FE) mediante la férmula

z) ::y0+]f(t

Esta aplicacion transforma el espacio C* en si mismo y es contraccion. En efecto,

si ¢ € C* entonces
To(x y0|—/f )dt| < Mo < b,
y por consiguiente, T'(C*) C C*. Ademés 2,

Tor(x) ~ Teale)] < mix / [t on(8)) — F(toa(t))|dt

IN

max/|g01 |dt<L5maX|<p1( ) — @a(z)].

2

T(C*) indica la imagen del conjunto C* mediante la aplicacién T'.
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Puesto que Ld < 1, la aplicacion T es contraccion y en virtud del teorema 12 se
deduce que la ecuacién Ty = y (es decir, la ecuacién (2.5) ) tiene una tnica solucién

en el espacio C*.

O

La siguiente seccién tiene como objetivo principal el estudio del problema de Cauchy para
ecuaciones diferenciales fraccionarias (EDF) usando como herramienta principal los ope-

radores de integracién y derivacién fraccionarias.

2.3. Problema de Cauchy para EDF

Las ecuaciones diferenciales de orden no entero (EDF) son estudiadas tanto en los
espacios de funciones regulares, esto es, funciones sumables con cierta potencia,
continuas y diferenciables en el sentido cldsico un numero suficiente de veces, como
también en distintos de espacios de funciones generalizadas. En esta seccién mostramos
el planteamiento del problema de Cauchy para EDF, estudiando la solubilidad de éste
en ciertos espacios de funciones. También consideraremos como aplicacién de la teoria
de la integro-diferenciacion fraccionaria la resolucion de algunas EDF. Informacién mas
detallada sobre la solucion del problema de Cauchy para las EDF, y temas relacionados,

puede consultarse en Samko, Kilvas, Marichev [13].

Definicién 17. Las ecuaciones diferenciales en las que la funcion incdgnita y = y(zx) se

encuentra bajo el operador de diferenciacion fraccionaria, es decir,
F(z,y, D%y, D**y, ..., D“"y) = 0 ; a; >0;  para todo j=1,2,.. n. (2.7)

se denominan Ecuaciones diferenciales ordinarias de orden fraccionario (EDF). Por analogia
con la teoria clasica de las EDO, las EDF se clasifican en lineales, homogéneas y no

homogéneas con coeficientes constantes y variables.
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En ciertas aplicaciones surge la necesidad de resolver el andlogo del problema de Cauchy
para EDF. Por ejemplo, supongamos que se debe hallar la solucién y(x) de la ecuacién

(2.7) que satisfaga las condiciones iniciales

D% y(x)| =b;, para a;>0,j=1,...m, xg€

T=x0

entonces se dice que se busca la solucién del problema de Cauchy para la ecuacién (2.7).

En este capitulo solamente consideraremos EDF resueltas respecto a la derivada
fraccionaria de mayor orden, también presentaremos el problema de Cauchy para las
EDF de orden «, con « € (0,1]. En el capitulo siguiente mostraremos el problema de

Cauchy para las EDF resueltas respecto a la derivada fraccionaria de mayor orden.

Planteamiento del problema
Supongamos que se debe hallar una funcién y(z) que satisfaga la ecuacién diferencial

da
DY) = (@) = Sy D<a <1, 23)
bajo la condicién inicial 3

a—1

I'y(+0) = ——y(a)

=0+

donde f(z,y) es una funcién dada y b constante.
Representamos por R; el siguiente conjunto:

Mh

b
R, = Q:0 < h, oty — ——| < —
1 {(z,y)eé <T SN, T F(OO‘-_ a} , @ > F(a—+])’

donde a,h y d son ciertas constantes.

Teorema 14. Sea f(x,y) una funcion de valor real continua y acotada en 2 que satisface

respecto a y la condicion de Lipschitz

|f(z,y1) — f(zoy2)| < Llys — wols V(2 w1), (z,92) € Q.

Entonces existe una unica solucion continua del problema de Cauchy descrito en (2.8),

(2.9) en el dominio Ry para h lo “suficientemente pequeno”.

3 La expresion x = 0+ significa que z tiende a cero por la derecha. Similarmente, f(40) := 11'120 f(z).
T—
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Demostracion. Consideremos cuatro etapas.

1. La ecuacién (2.8) junto con la condicién inicial (2.9) es equivalente a la ecuacion

integral
br! 1 o
= T +—F(a) O/(:)s—t) Lf(t, y)dt. (2.10)

Es decir, y(x) es solucién del problema de Cauchy si y sélo si y(z) es solucién de

(2.10), y por tanto el problema descrito en (2.8) y (2.9) se reduce a (2.10). En efecto:

=) Suponemos que y(z) satisface el problema de Cauchy entonces

D%(x) = f(x, y(x)). (2.11)

Integrando (2.11) donde -5 = I* tenemos

I°D(z) = I* f(x, y(x)).

Teniendo en cuenta la relacién entre los operadores I®, D descrita en (1.14) y la

condicién (2.9) , obtenemos :

bxa—l

Vi) = Ty + U y(@)

Por lo tanto y satisface la ecuacién integral (2.10).

<) Si y satisface la ecuacién integral (2.10), entonces

b — [y Ko7
D%(z) = mDal‘a "+ DI f(x,y),

y tenemos que D*y(z) = f(x,y) como consecuencia del teorema 11.

La condicién inicial dada en (2.9) se sigue del hecho de que

do! b f
'~y(r) = —— R e B =b / t,y(t))dt.
yla) = 7o=y(@) NOM + fla,y)=b+ [ f(ty(t))
0
Los argumentos que siguen son similares a los expuestos en la demostracion del

teorema 13.
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2. Consideremos la sucesién {¢,} definida recursivamente como sigue:

n€eNg

wo(z) = blf(:) )

o1(0) = pole) + —— / (= 0" £t po(6))dt |

pn(r) = o+ (I"f(2;on-1))(2)

Afirmamos que si x € (0, h] entonces (z, p,(x)) € Ry. En efecto,

b l—a/ 700
on(7) )| = |z (1 f(x,son—l))(x)}
< > f(E, o1 (1)) dt
< x—talﬁ
0
< Mh
F(a+ 1) ~ MNa+1)
S‘Lh< t ( (x)) € R tod € (0,h]
1F(a+1) a entonces (x, p,(x 1, para todo x ,hl.

Veamos que {p,(7)}, oy, converge uniformemente en (0,h] a la solucién de la
ecuacién integral (2.10).

Realizamos esta prueba en cuatro etapas:

a. Afirmamos que

ML 1hna

on(z) = ona(z)] <

Razonando inductivamente tenemos:

e Si n = 1 entonces

forte) (o)l = s | [ 6= 077 st lelt] < 2 /x N < ey



e Supongamos que (2.12) se cumple para n = m, es decir,

MIL™ 1hma

lom () — Pm-1(z)] < m

y mostremos que (2.6) se cumple para n = m + 1. Como f satisface la condicién de
Lipschitz respecto a y sobre Ry C €2, se tiene que

T

| omi1(z) — om(2)] = ﬁ /(I — )" St om(t)) — f(t P (1))t

0

[Pmia(2) — pm(@)] < fii/ O N om(t)) = £t oo (1))l
L a—1
< ff&;!kﬁ“” () — s (8t
L MLt o L M Da
S (@) T(ma+1) /(x_t) P S St Da 1)

r

—~

0

En virtud del principio de induccién matematica concluimos que (2.12) es vélida

para todo n € N.

b. Teniendo en cuenta lo expuesto en la parte a tenemos:

MLn 1hna
[on(2) = o (@) S Ty Ve
Como?
M S~ (Lhey M N
fZF]a+1 —f(Ea,l(Lh )—1),

Jj=1

o0 Zk
 Ba(2) Zkzom ,a>0, 8>0.
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por el criterio M de Weierstrass® se concluye que
o + Z(‘P](fb’) —pj-1(z))
j=1

converge absoluta y uniformemente en (0, h] a una unica funcién ¢(x). Luego

o) = g0 + 1im S (p;(0) = 9y1(2)) = lim p(e).

n—oo
j=1

Probemos que ¢(z) es solucién de la ecuacién integral (2.10) para 0 < x < h.

En efecto, como f(z,y) es continua sobre Q y ¢,(z) = ¢(x), entonces:
(0,7]

lim f(z, ¢, (z)) = f(z, 0()).

n—o0

n—>oo F

P() = 1 pu(2) = pola) + lim / (@ = ) £ (8, pult))dt
0

1 r ’ a—1

- le) + e / I (o~ 07 (0.0 (1))dt
1 r a—1

= @)+ Fy / (& — 1), ol0))

O sea, la funcién p(z) es solucién del problema de Cauchy descrito en (2.8) y (2.9).

3. Para concluir la demostracién, mostremos que la solucién y(x) es tnica cuando h
«

es “suficientemente pequeno”. Sean m <1y y(z), Y(z) dos soluciones del
o
problema considerado. De la ecuacion integral (2.10) tenemos:

1

ly(z) = V()| = () /(fﬂ — )" f(t (1) — f(£ Y (1))dt

i) = V()| < [ / 0 y(e) — Y (1)t

5 Sea {f,} una sucesién de funciones definidas sobre un conjunto X. Supongamos que
|fr(z)| < M,; Vo € X, Vn € N. Entonces Y f,(x) converge absoluta y uniformemente en X si > M,

converge.
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Podemos suponer que la diferencia |y(¢) — Y(¢)| admite un valor maximo 6 > 0
en un cierto punto = = ( perteneciente a (0, h|. Haciendo z = ( en la anterior

desigualdad tenemos que

L
0 < ——0h”,
~ al'(«a)
Lh* L
esto es, 1 < —— lo cual es una contradiccién con el supuesto de que
['(a+1)

Lh*
m < 1. De lo anterior concluimos que para h lo “suficientemente pequeno”la

o

solucién del problema de Cauchy es tnica.

2.3.1. Resolucion de EDF homogéneas y no homogéneas

Para finalizar el estudio del problema de Cauchy en el marco de las EDF resueltas respecto

a la derivada, presentamos a manera de ejemplo, la resolucién de una EDF homogénea y

una no homogénea.

Ejemplo 1. Resolver el siguiente problema de Cauchy

D%(z) =My(z), 0<a<l1

I'~*y(0+) =b

Solucion. Observemos que en este caso f(x,y) = Ay(x) = Ay, asi que

I°D%(z) = I*\y(z).

Teniendo en cuenta la condicién inicial y la relacion existente entre los operadores D e

1% obtenemos:

bl’a_l

) = Ty + A
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Ahora, consideremos la sucesién {y, }, .y definida de la siguiente manera:

Si n =1 entonces yi(x) = yo + A ({*yo) (x), de donde

Luego,

Para n = 2 se tiene que  y2(7) = yo + A(I%y1)(x). Calculemos (I*y;)(x).

(o) = () + M) = 12 (T ) + 1 (T ) = Famy + Ty

Por tanto

(x) B bl’a_l N bx2a—1 N bx3a—1
P = Ty T T(2a) T T(3a)

En general,
)\j xja—l—a— 1

De acuerdo a la demostracién del teorema 14, si n — oo, tenemos la siguiente represen-

tacion para la solucién:

a—1 _ a—l [}
) = bx Z joz—l—oz = Eqo(Az%).

En particular, si & = 1 entonces

obteniendo asi la soluciéon conocida del problema de Cauchy para EDO de primer orden.
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Ejemplo 2. Construimos ahora la solucién del problema de Cauchy para la EDF no

homogénea

D% (x) — Ay(x) = h(z), 0<a<l1 (2.13)

con la condicién inicial

Solucion. De la ecuacién (2.13) tenemos:

bl’a_l

y(r) = M) AI%)(x) + (I%h) ().

Para todo n € N, definimos la sucesion {y,}, oy de la siguiente manera:

bxa—l
Yn(®) = yo + M yn1(x) + 1°h(z) ; yo = :
[(a)
y definimos también el polinomio® simbélico P, como B, := > (AI*)’. Consideraremos
j=0
que Py :=1id 7.
Recurrentemente,
Yn = Pn—l (y(] + ]ah) + ()Ja)”yo 3 (214)
0 sea,

IMjoa+ a) Fja+ a)

Jpjoata—1 j _ f\jata—1
yn() = bz N /Z Me—t) M) (2.15)
Jj=

En efecto para n = 1, la ecuacién (2.14) se cumple trivialmente. Supongamos ahora que
(2.14) se verifica para k = n y probemos que también se cumple para k = n + 1.

Por hipétesis inductiva,

Yn = 'n-1 (yO + lah) + ()\Ia)nyo

6 Py = SNy =y + MY + N21?Yy + ...+ A" [y,
7=0
7 id representa el operador identidad: idy = ¢
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Luego,

Ynsr = Yo+ Paoy (yo+ 1) + (M%) yo + I

= id (yo + I"h) + > (M) (yo + I°h) + (AI*)" o

j=0
n+1

= D Y (yo + I%h) + (M%) Hyg
j=0

= Pu(yo+I%h) + ()" o

Asi, por el principio de induccién matematica concluimos que (2.14) se satisface para todo
n € N. De acuerdo a (2.15) podemos ver cuando n — oo, la solucién al problema de

Cauchy es:

y(x) = bz ' B, o(A2®) +/ (. — 1)* ' By oMo — t)]h(t)dt.
0
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Capitulo 3

Problema de Cauchy para EDF resueltas

respecto a la derivada (caso o > 1)

En este capitulo continuamos el estudio del problema de Cauchy para EDF resueltas
respecto a la derivada, considerando ahora ordenes superiores de diferenciacién a los
establecidos en el capitulo anterior. Posteriormente mostraremos mediante un ejemplo la

aplicacion del calculo fraccional a la resolucién de EDO de orden entero.

3.1. Planteamiento del problema de Cauchy para EDF

Supongamos que se debe hallar una funcién y(z) que satisfaga la ecuacion diferencial

dOé
D%y(zx) = s () = f(z,y), n—1<a<n, n=273.. (3.1)

bajo las condiciones iniciales
a—k

=0+

donde f(z,y) es una funcién dada y by, ..., b, son constantes.
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Representamos por R, el siguiente conjunto:

Rn:{(x,y)EQ:0<x§h, "%y —

b, L
... < .
F(a—n+1)‘ _a}’a>zf(a—k+1)’

k=0

donde a,h y by son ciertas constantes.

Teorema 15. Sea f(x,y) una funcion de valor real continua en € y que satisface respecto

a la sequnda variable la condicion de Lipschitz, es decir

|f(z, 1) — f(z,y2)| < Llys — w2l 5 V(z,11), (@, 42) € Q,

y la condicion sup |f(z,y)| =M < co.

(z,y)EN

Entonces existe una tnica solucion continua del problema de Cauchy (3.1)- (3.2) en el

dominio R,,.

Demostracion. Consideremos tres etapas.

1.

Primero demostraremos que una funcién y(z) es solucién del problema de Cauchy

(3.1)- (3.2) si y solo si y(x) es solucién de la ecuacién integral !

x
n a—k 1

y(@) = - (;‘f D T / (z — ) F(t,y)dt. (3.3)

k=1 0

Es decir, el problema descrito en (3.1) y (3.2) se reduce a (3.3):

=) Si y(z) satisface el problema de Cauchy entonces
D%(x) = f(z,y(x)). (3.4)
Integrando (3.4) tenemos
1°D%(x) = I* f(x, y(x)).

Teniendo en cuenta la relacién entre los operadores I®, D descrita en (1.14) y la

condicién (3.2) , obtenemos :

3

bkxa—k

m + 1% f(z,y()).

y(r) =

e f(2y) = ey

(z —t)* " f(t, y)dt.

C—x
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2. Consideremos la sucesién {¢y, }

Por lo tanto y satisface la ecuacion integral (3.3).

<) Si y satisface la ecuacién integral (3.3), entonces

n

o o bk o a—k aTo
DUy@) =) e rrp e DT (@),

k=1
y tenemos que D*y(z) = f(x,y) como consecuencia del teorema 11.

dafk

Ahora, las condiciones iniciales dadas en (3.2) se siguen al aplicar el operador T

a (3.3), para lo cual basta observar lo siguiente:

da—k - b —Q,.0— a—k o
g;zmw=2k@:%:5ﬁ 2P DRI f (2, y) = b + T f(2,y),
k

pero I* f(40,y) = 0. Por tanto y(x) satisface el problema de Cauchy.

men, definida recursivamente como sigue:

n

(z) = _ bt
T L Ta— k1)

pr(e) = () + (I"f(x, go))(2),

a—k

pm(2) = o) + (I"f(2; om-1))(2).

Afirmamos que si x € (0, h] entonces (z, pm(x)) € R,. En efecto,

b o bk
— n k —
n—o . . _ n—a(ra P
o)~ )| = | e 0 )
n—1
bk Ma™
< +
;F(a—k—i-l) ['(a+1)
B n—1 bkxn—k
—T(a—k+1)|
donde by := M. Asi,
b —  bhn
n—o R < -
T () F(a—n+1)’_ MNa—k+1)

B
Il

0

n—1 bkh"_k

Si oy
D ATkt

< a entonces (z,n,(x)) € R, , para todo x € (0, hl.
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Veamos que {¢n(7)},,cy, converge uniformemente en (0,h] a la solucién de la
ecuacion integral (3.3).

Realizamos esta prueba en tres etapas:

a. Afirmamos que

MILm 1 hma

| < m vYmeN, Vzxe (O, h] (35)

|om(2) = m-1(z)

Razonando inductivamente tenemos:
e Si m = 1 entonces

1 M Mh>
1) ool >|sr—/|x 0t olt) |dts—/x )t <

INE) ) (a+1)

e Supongamos que (3.5) se cumple para m = j, es decir,

MLI=

m , Vo € (0,h],

lpj(z) —wja(z)| <

y mostremos que (3.5) se cumple para m = j + 1. Como f satisface la condicién de

Lipschitz respecto a y sobre R,, C 2, se tiene que

1 .
lpjri(x) —pj(x)| < @0/(93 — )" f(t () — f(t,0-1(t))]dt

T

L -
< 1 @0 e — e ol
0
L ML | LI MpG+De
<

I'(a)T(ja +1) O/(I — )T < I'((GG+Da+1)

En virtud del principio de induccién matematica concluimos que (3.5) es valida para

todo m € N.

b. Teniendo en cuenta lo expuesto en la parte a. tenemos:

MIL™ 1 hma

- N hl.
Toma 1 1) Vm e N, Vz € (0,h]

|om () — Pm-1 ()] <
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Como
o0

(Lh®)" M .
LZ T(io + 1) = 7 (Baa(Zh®) = 1)),

por el criterio M de Weierstrass se concluye que

300+Z<pz — @i (x))

converge absoluta y uniformemente en (0, h] a una unica funcién ¢(z); Luego,

m

p(x) = go(w) + lim Y (i) = ia(2)) = lim ().

m—00
=1

c. Probemos que ¢(z) es solucién de la ecuacién integral (3.3) para 0 < x < h.

En efecto, como f(z,y) es continua sobre Q y ¢,,(z) = ¢(x), entonces:
(0,h]

lim f(z, pm(z)) = f(2,0(z)).

, R T PR
(@) = Hm a(s) = eale) + lim o / (&= )t o)l
= ala) + ey [ Jim o =07 e o)
= )+ gy [ =0T ol0)

O sea, la funcién ¢(z) es solucién del problema de Cauchy descrito en (3.1) y (3.2).

. Para concluir la demostracién, establezcamos que la solucién y(z) es unica cuando
[e%

Lh
h es “suficientemente pequeno”. Sean Tla+1) <1 y y(z), Y(x) dos soluciones

del problema considerado. De la ecuacién integral (3.3) tenemos:

xT

ly(x) — ¥ ()| = ﬁ / (O [F Ly () — F(8.Y (0)]dE
ly(z) — Y (2)| s% / (x — )Yy (t) — Y(0)|dt



Podemos suponer que la diferencia |y(t) — Y (¢)| admite un valor méximo € en un
cierto punto x = ( perteneciente a (0, h]. Haciendo & = ¢ en la anterior desigualdad

tenemos que

L
0 < ——06h"
~al(a)
Lh~ L
esto es, 1 ———, lo cual es una contradiccion con el supuesto de que
['(a+1)
Lh*

TlarD (@t 1) < 1. De lo anterior concluimos que para h lo “suficientemente pequeno”
o

la solucién del problema de Cauchy es tnica.

3.2. Resolucion de EDO usando derivadas
fraccionarias

La teoria de la integro-diferenciacion fraccionaria puede emplearse en algunos casos como
una herramienta ttil para solucionar cierto tipo de EDO de orden entero. En el apéndice
B se muestra como el operador D“ es empleado para resolver EDO de érdenes altos.

En esta seccién presentaremos la solucion de una EDO usando algunos elementos del

cdlculo fraccional.

3.2.1. Foérmula de Leibniz para derivadas

De acuerdo a lo estudiado en el curso de cédlculo diferencial sabemos que la derivada
n-ésima del producto de dos funciones reales f, g n veces diferenciables, puede calcularse

de la siguiente forma:

n n -
o9 =5 (2) 5005, e
k=0

llamada formula de Leibniz para la derivada n-ésima del producto de las

funciones f y g¢. Observando la igualdad anterior, resulta natural pensar en una
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extension de ésta a dérdenes no enteros de diferenciacion. El siguiente resultado
muestra tal generalizacién. Su respectiva demostracion puede consultarse en Samko,

Kilvas, Marichev [13].

Teorema 16. Sea « € R —Z~. Si f,g € C*([a,b]) entonces

D(fa)e) =3 ()0 1@)g V). € (ot

k=0

donde (Z) es el coeficiente binomial definido mediante la formula

<a> . I'a+1)
k)" Tk+DI(a—k+1)

Abordamos a continuacion el principal objetivo de esta seccién, el cual es la solucién de

una EDO de orden entero mediante la integro-diferenciacion fraccionaria.

Ejemplo. Resolver la siguiente EDO:

dy

(z — 2?) +(c—(a+b+1)x)%—aby20; z € [0,1] (3.6)

ey
dz?
donde a <1, b<1, c<2.

Solucion. Determinemos una de las soluciones de (3.6) en forma de una derivada
fraccionaria y(x) = D*z(z), donde el pardmetro « sera definido posteriormente. Usando

la formula de Leibniz para derivadas fraccionarias tenemos:

* D2 ((z—22)z(x)) = (z—22) D2 2(2)—2(a+2)(1—22) Do+ 2(2)— (a+1) (a+2) D*2(),
* D (c—(a+b+1)x)z(x)) = (c— (a+ b+ 1)z) D 2(z) — (a+1)(a+ b+ 1)D*2(2),
* D*(—abz(x)) = —abD®z(x).

Por lo anterior, la ecuacion (3.6) puede escribirse en términos de la derivada fraccionaria

de la siguiente manera:
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D (z — 2?)z(x)] + D (c — (a + b+ 1)z — 2(a + 2)z + (a0 + 2))2(z)]
+ D%(—ab+ (a+b+1)(a+1) — (a+1)(a+2))z(z)] = 0. (3.7)

Encontremos la solucién de la ecuacién (3.7) en el espacio de funciones z(z) integrables

sobre [0,1] tal que z(0) = 2/(0) = 0. Las condiciones sobre z(z) son necesarias para

2 _

establecer las relaciones Da% = %Da y D% = 75 D% las cuales son validas para

a < 0.

Claramente la ecuacion (3.7) puede escribirse en la forma:

DO‘{% {%(z —2)z(x) +e—(a+ b+ 1)z +2(a+2)r — (a+ 2)]Z(:E)] (3.8)

+[—ab+ (a+b+1)(a+1)— (a+1)(a+ 2)],2(3:)} =0.
Definimos el parametro o como una de las soluciones de la ecuacién cuadratica:
—ab+ (a+b+1)(a+1)—(a+1)(a+2)=0. (3.9)

Entonces de (3.8) obtenemos la ecuacién diferencial

d
d—z(:c —a2?) = —z[c— (a+ b+ Dz — (o +2)(1 — 22)] ,
x

donde su solucion se determina facilmente usando el método de separacion de variables,
a saber:

2(z) = (x — x%) exp{—/ p—— dx ¢ ;
esto es

Z(SL’) — xa—l—l—c(l o x)a—l—c—a—b'

Como la solucién de (3.6) tiene la forma y(x) = D*z(x), donde « es el pardmetro definido

en (3.9), si consideramos o = a — 1 entonces
2(x) = 2%7¢(1 — 2)° 0L,

Por tanto,

Ia—c+1)

y(x) — D“_lz(x) — Ia—lxa—c(l_z)c—b—l — F(2 — C)

F(1+a—c, 1+b—c2—c;x).
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Apéndice / \

Existencia y unicidad de soluciones del

problema de Cauchy para las EDF

El proposito de este complemento es mostrar, que usando el teorema del punto fijo
(Teorema 12), puede obtenerse el teorema 15 de una manera méas sencilla que la

presentada en el capitulo 3 de este trabajo. (ver pagina 42).

A.1. Problema de Cauchy para EDF

Presentamos a continuacion la demostracion del teorema de existencia y unicidad de la
solucién del problema Cauchy para EDF, resueltas respecto a la derivada. Usaremos como

herramienta principal el teorema del punto fijo de Banach (ver seccién 2.2).

Planteamiento del problema

Supongamos que se debe hallar una funcién y(x) que satisfaga la ecuacién diferencial

de
Day(x)E@ (l’):f(!lf,’y), n—1<a§n, n:1727-“ ) (Al)

bajo las condiciones iniciales:

da—k
Z =0+
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donde f(z,y) es una funcién dada y by, ..., b, son constantes.

Representamos por R, el siguiente conjunto:

b "i hn=Fy,
Rn:{(:ﬂ,y)GQ:0<z§h,z”_o‘y——"' },a>
kzof‘a—k+1

donde a,h y by son ciertas constantes.

Teorema 17. Sea f(z,y) una funcion de valor real continua en € y que satisface respecto

a y la condicion de Lipschitz,es decir

‘f(xvyl) - f(x7y2>| < L|y1 - y2| ; V(l’,yl), (xva) S Qu

y la condicion sup |f(xz,y)|= M < 0.
(z,9)€Q
Entonces existe una unica solucion continua del problema de Cauchy descrito en (A.1),

(A.2) en el dominio R, para h “suficientemente pequeno”.

Demostracion. Consideremos el siguiente espacio lineal:

C* = {g e C((0,h)) :

2" () — b—)‘ < a}.

MNa—n+1

El espacio C* con la métrica estandar es completo, ya que representa un subespacio
cerrado del espacio completo de todas las funciones continuas sobre (0, k. La afirmacién
de que C* es cerrado se tiene del hecho de que cualquier sucesion convergente en (0, A
converge uniformemente a una funcién continua perteneciente a C*.

Definimos la aplicacion T : C* — C((0, h]) mediante la férmula :

xT
n

To(x) = 2 P(Ci)]ic;__l_ 1 + F(la) /(z — )L (t, o(t))dt.

Esta aplicacion transforma el espacio C* en si mismo y es contraccién. En efecto, si p € C*

entonces

i
L

MNa—n+1) 1F(a—k+1)

B
Il

_ bn bkl’n_k _ 1
o aw(x)_—‘ R L YL f(t, () dt
i fe
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|
—

T (r) bn - 3 b " N Maz"
x r)— ——————————
AT Tt )| T |&Ta—k+D) T+l
n—1 bkxn—k
S -
— MNa—k+1)
- n—1 bkhn_k _
= —— < q,
— MNa—k+1)

por consiguiente, T'(C*) C C*. Probemos ahora que T' es contraccién sobre C*. En efecto,

xT

mix [Tor(z) — Ta(z)] < méx —— / (= U F (t 1 (1)) — £t palt))|dt

2€(0,h) ze(0,h] T'()
0
< i | [ =07 ) - i
—— max x— -
= T(a) «e(on O
0
< s | [ =07 e on(6) — oalt)
—— m — m
— () xe(%,}f(z} . te((;a)fi 1 2
0
o mi 1(0) = ea(t)] x| [ o =0
= — max x —
N )te Oh] 1 2 x€(0,h)
0
h*L
< =
< Ty i @) — pala)
. . > Lh® L
Si consideremos como constante de contracciéon a A = m < 1 entonces la aplicacion
o)

T es contraccion y en virtud del teorema del punto fijo de Banach se deduce la existencia

de una unica funcién y € C* tal que Ty = y, esto es:

n

bkl’ 1 a 1
y(x)zzf(a—k—l—l F(a/ J(t(e))dt

k=1

es solucion del problema (A.1)-(A.2).
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Apéndice

Solucion de un tipo de EDO de “orden alto”

usando derivadas fraccionarias

A manera de complemento presentamos brevemente la resolucién de una EDO,
usando las técnicas de la integro-diferenciacién fraccionaria. Los detalles (que se
escapan a los propositos del presente trabajo) pueden consultarse en Samko, Kilvas,

Marichev [8, pag.852].

Resolver la EDO:
3 (e + bkx)?y =0, n>L (B.1)

Solucion. Usando los operadores de integracion y diferenciacion fraccionaria, se
construye una de las soluciones de (B.1) en la forma de una integral (n — 1)

dimensional. Para esto primero se introducen los polinomios:

p(r) =Y apa® | ola) =) bt =0, [[( - M), (B.2)

La expresién “orden alto” no se encuentra en la bibliografia sobre EDO, y se ha introducido en este

trabajo solamente para resaltar que el orden n es “mucho mayor” que 1.
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donde Ay, Mg, ..., A\, son las raices de ¢(x), tales que \; # A, para j # Kk,

J,k =1,...,n. Haciendo la sustitucién

y(r) = exp(Mz)Y(z), A #0 (B.3)
y usando la identidad?
m d m
)Y ()] = expOue) (3 5 ) Vi)

la ecuacién (B.1) toma la forma:

¢ </\1 + %) Y(x) + 2 </\1 + %) Y (z) = 0. (B.4)

Se buscard la solucién de esta ecuacion como una derivada de orden «a: sea
Y(z) = D%us(x), donde el pardmetro « se determina posteriormente y la funcién u,(x)

es integrable en algun intervalo (0, a) y satisface las condiciones:
u1(0) = u}(0) = ... = u$(0) = 0. (B.5)

Entonces (B.4) se reduce a la siguiente ecuacién:

d-1 d d"1 d d-1 d
Da—l—l {ﬁ |f‘0 <>\1 + %> — (Oé"— 1)ﬁ¢ ()\1 + %):| +Iﬁ¢ ()\1 + %)}Ul(af) =

(B.6)
Se introducen los polinomios
o1(x) = a7 oM +a); (@) = 27 [p(\ + 2) — (a + 1)di(2)]. (B.7)
Como ¢(A;) = 0 entonces ¢;(x) tiene orden n — 1. Se escoge « de la igualdad:
atle pM)  p(M) (B.3)

= = = o,
¢1(0) ¢ (M)

y se tiene que zg;(x) se anula para x = 0. Por tanto ¢;(x) es un polinomio de orden

n—1. Se considera a; < 0. Teniendo en cuenta que (B.6) es una ecuacién integral de Abel

homogénea (ya que D" = [*1) de ella se deduce, usando la notacién (B.7), que

P1 (%) uy () + Ty (%) uy(z) = 0. (B.9)
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Obsérvese que (B.9) es una ecuacién de orden n — 1, esto es, se ha reducido el orden en 1.
Continuando por analogia este proceso, se tiene la siguiente representacion para una de

las soluciones de (B.1):

A At e AT o) A )
— Hh—O%n 1T 2—AL)T 3—A2)T . n—An—1)T . —0n
y(z) = b, e x T X i€ XX o e x~%. (B.10)
El caso especial de (B.1) paran =2, ag = by =0, by = —b; = 1 se conoce como ecuacién
hipergeométrica degenerativa de Kummer

zy" 4+ (c—2)y —ay = 0. (B.11)
Para esta ecuacién

QO(LU) = Ccr — a, (b(.flf) = xz -,
A =1, =0, ag=c—a, ay=a.

La solucién dada en (B.10) para (B.11) tiene la forma:

xT

dc—a—l (ZIZ' _ a)a—c .
=e” Tt =" | ——————e "t t.
ylo) = e e = /F(l—l—a—c)e

o4



Bibliografia

1]
2]

8]

APOSTOL, T, Andlisis Matemdtico. Editorial Reverté, Colombia S.A. 1998.

A. KRASNOV, M. KISELIOV, G. MAKARENKO Problemas de Ecuaciones

Diferenciales Ordinarias. Editorial Mir, Mosci, 1979.

BAUTISTA A.I, PALECHOR L.Y. Formula Local de Taylor para funcio-
nes de la clase AC([a,b]), usando derivadas fraccionarias de Riemann-

Liouwille. Trabajo de Grado, Universidad del Cauca, 2008.

BUCHELLI J., SOTELO J.G. Comparacion de las derivadas de orden no
entero segun Louville y Marshout. Trabajo de Grado, Universidad del Cauca,

2006.

BURENKOV, V.I. Espacios Funcionales. Espacios Lp. Editorial U.D.N.
Moscu, 1987.

BURENKOV, V.I. Espacios Funcionales. Desigualdades Integrales Funda-

mentales, relacionadas con los Espacios Lp. Editorial U.D.N. Moscti, 1989.

DEMIDOVICH, V.P. Problemas y Ejercicios de Andlisis Matemdtico. Edi-
torial Nauka, Mosc11,1990.

KOLMOGOROV A.N., FOMIN,S.V. Elementos de la teoria de Funciones y
del Andlisis Funcional. Editorial Nauka. Mosci, 1989.

95



[9] KUDRIAVTSEV, L.D. Curso de Andlisis Matemdtico. Tomo I y II. Editorial
Mir, Moscu, 1983.

[10] NATANSON, 1.P. Theory of functions of a real variable. Volumen I-II.
Editorial Frederick Ungar Publishing CO., New York, Third Printing, 1964.

[11] PRUDNIKOV A.P. BRICHKOV Y.A. MARICHEV O.I Integrales vy series.

Funciones Especiales. Editorial Nauka, Mosct, 1983.

[12] RUDIN, W. Principios de Analisis Matemdtico. 3* Edicién. Editorial
McGraw Hill, México, 1980.

[13] SAMKO, S,G, KILVAS, A.A. MARICHEV, O.I. Fractional integrals and
derivatives-theory and applications. Editorial Gordon and Breach Science
Publishers S.A. 1993.

[14] ULYANOV, P.L. DYACHENKO M. Andlisis Real. Medida e Integracion.
Editorial Addison-Wesley Iberoamericana, Espana S.A. 2000.

[15] ZILL, D.G. Ecuaciones diferenciales con aplicaciones de modelado.

Editorial Internacional Thomson S.A. Sexta Edicion, 1997.

56



