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Introduccion

El presente trabajo tiene como objetivo principal desarrollar los detalles técnico de los
articulos de El-Sayed y Mohamed Herzallah [7, 9] donde los autores han realizado un
estudio cualitativo de una ecuacién de evolucion lineal fraccionaria sobre un espacio de
Banach, con derivada de orden fraccionario 8 € (1,2). En [7, 9] se considera una cierta
clase de ecuacién no homogénea y se investigan propiedades de regularidad de las solu-
ciones ug(t), ademds se analiza el limite de las soluciones cuando § — 171, en este caso
u1(t) es solucién del problema no homogéneo de primer orden, también se demuestra que
si § — 2~ entonces uy(t) es solucién del problema no homogéneo de segundo orden.

El objetivo principal es estudiar la existencia y unicidad de la solucién de la ecuacién en

derivada fraccionaria

DPult) = nAul(t) + ( / (- s)Au(s)ds) T, (1)
0

u(0) =x; v'(0) =y, B€(1,2),n>0,donde D’ denota a la derivada de orden fracciona-
rio, f pertenece al espacio de Sobolev W (I, X 1), v k(t) es un niicleo que satisface ciertas
condiciones de regularidad y A es el generador infinitesimal de un semigrupo de clase Cy
uniformente acotado. Primero introduciremos las propiedades y definiciones fundamenta-
les de la derivada fraccionaria, la que presentaremos como un operador integro-diferencial.
Adicionalmente se estudian algunos aspectos cléasicos de la teoria de semigrupos incluyen-
do teoremas sobre la existencia y unicidad de soluciones de ecuaciones diferenciales sobre
espacios de Banach (ver [17],[5]). Posteriormente se analiza la continuidad de la solucién
como funcién de g (ver [7]) aplicando los métodos de la transformada de Laplace- Stieltjes

y el teorema de Representacion de Riesz- Stieltjes [1].



INTRODUCCION i

El trabajo esta dividido en tres capitulos, en el capitulo 1 se estudian las principales
propiedades de la Integral de Bochner la cual es una extension de la integral de Lebesgue
a funciones f : I — X, donde I es un intervalo cerrado en R y X un espacio de Banach
[22]. También se introduce la diferenciacién fraccionaria. Asi mismo se estudia la relacién

entre el operador de integracion y diferenciacion de orden fraccionaria, a saber:
DJf =,

para cualquier f € L*(I; X), mientras que J*Df(t) # f(t) si f € L*(I; X). Sin embargo,
se muestra un resultado para J*D* f(t) a través de los espacios de Lebesgue y los espacios

de Sobolev W™!(T; X).

El capitulo 2 tiene como punto de partida aspectos basicos de la teoria de semigrupos uni-
formemente continuos y fuertemente continuos los cuales son necesarios para comprender
el planteamiento de la ecuacion (1). Tales aspectos se refieren a propiedades principales
de los semigrupos, generaciéon de semigrupos y el celebrado Teorema de Hille-Yosida (ver
17)).

Posteriormente, se analiza una ecuacion integral de la forma

t
u(t) = f(t) +/ a(t — s)Au(s)ds (2)

0
y se realiza una conexion entre las ecuaciones (1), (2) a través de familias resolventes
{S(t)}+>0 C B(X), ver [11], las cuales corresponden al operador solucién de la ecuacién
(1). Finalmente, se demuestra la existencia de soluciones de (1), y se obtiene que estas se

pueden representar como:

ug = e'Sp(t)r + ("Sg * (—x +y — ty + d(1) F(0) + dg x (f = F))(®),
it

L(s)’

donde ¢3(t) :=

t > 0,8 > 0. Mas ain para cada [ la solucién ug, de la ecuacion

(1), es tnica.

El tercer capitulo constituye la etapa final y consiste en analizar la continuidad respecto

a [ de la solucién ug cuando 5 — 17 y compararla mediante paso al limite con el caso en
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que S =1 en la ecuacién (1), es decir:

Blg& ug(t) = uy(t).

Para abordar tal objetivo, se aplican los métodos de la transformada de Laplace- Stieltjes
/ h e MdF(t), la cual es una generalizacién de la Transformada de Laplace. Adicional-
Ir?ente, se aplica el teorema de Representacion de Riesz- Stieltjes y un teorema de apro-
ximacién que permite conocer el limite de una sucesién de funciones (f,) si se conoce el
limite de sus transformadas (J?n) y reciprocamente.

Para analizar el limite limg_,o- ug(t) se aplican métodos similares al caso § — 11, pero
en vez de suponer que A es el generador infinitesimal de un semigrupo Cj, se imponen
condiciones que aseguren que A es el generador de una familia coseno, lo que corresponde
al operador solucion del problema de segundo orden. Este caso no se ha considerado en

esta tesis ya que queda fuera de los alcances y objetivos de este trabajo.



Capitulo

Integracion y diferenciacion

fraccionaria

En este capitulo presentamos ciertas definiciones y proposiciones necesarias para nuestro
propdsito.Fundamentos de teoria de la medida e integral de Lebesgue son considerados,
ademas de las nociones béasicas de los espacios de Sobolev. También estableceremos las
definiciones y algunos resultados de la derivada e integral fraccionaria bajo los diferentes
enfoques realizados por segin Riemann-Liouville y Caputo.

Como complemento, el lector encontrard mayor informacién en [4],[19],[15].

1.1. Nociones basicas

Algunas notaciones

En el transcurso de este trabajo se denota por N, R, C al conjunto de los numeros naturales,
reales y nimeros complejos respectivamente, y Ng := NU {0}, Ry := [0, 4+00),I = [0, 7].
Sia > 0, [« denota el mayor entero menor o igual a a y [«] denota el menor entero
mayor o igual a a.

Se denota por X, Y espacios de Banach con normas ||.||x, ||.||y; Por B(X,Y) se entiende

el espacio de todos los operadores lineales acotados de X a Y; B(X) := B(X,X). Si A
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es un operador lineal en X entonces D(A), R(A), N(A) denota dominio, rango y espacio
nulo de A respectivamente, mientras que o(A) y p(A) corresponden al espectro y conjunto

resolvente de A. R(\, A) := (M — A)~! para el operador resolvente de A.

1.1.1. Integral de Bochner

Frecuentemente en la literatura se usan integrales de funciones que toman valores en es-
pacios de Banach, es decir, integrales del tipo / f@)du((t), donde f : R — X es una
funcién con valores en un espacio de Banach X yR,u una medida. Tales integrales pueden
ser definidas de distintas formas, en este trabajo consideraremos el enfoque de la defi-
nicién de Bochner. Esta definicion puede ser considerada como una generalizacion de la
definicion de integral de Lebesgue de funciones de valor real.

Asumimos que el lector esta familiarizado con los aspectos basicos sobre medida e inte-

gracién de funciones de valor escalar.

Definicién 1. Sea (Q, M, 1) un espacio medible con p -0 finita. Una funcion f: Q — X,

donde X es un espacio de Banach , es denominada simple st

n

f(t):chXEk(t) € Xsk=1,..,n
k=1

donde los conjuntos Ey, Es, ..., E,, son medibles, sus medidas finitas y E;NE; = parai # j.

Es claro que
1FOI =D lewllxe, (1)
k=1
es una funcion simple de valor real sobre R.

Definicién 2. Una funcion f : Q — X es llamada fuertemente medible si existe una

sucesion de funciones simples (f,)° tal que

Tim || £u(6) — F(2)]] = 0. (1)
Observacion.

Si f es fuertemente medible entonces

aim 15,001 = 1)
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v, ||f]] : @ — R es medible, como limite de la convergencia de una sucesén de funciones

simples.

Definicién 3. La integral de Bochner de una funcion f : Q@ — R sobre el espacio ) es

denotada por / f(t)du(t) y definida, para una funcion simple f(t) = ZCkXEk( ) por
k=1

/Q F(t)du(t) = S cnpl(Er). (1:2)

Definicién 4. Una funcion f : Q — R es Bochner integrable sobre € si esta es fuerte-

mente medible (f, simples ) y lim / [|f(t) — fu(t)]| = 0.
n—o0 [¢)
St f: Q2 — R es Bochner integrable, entonces la Integral de Bochner de [ sobre € es

[ 10dntt) = i [ £.(0duce) (13)
Q Q

El lector puede consultar ([22]), donde se verifica la existencia del limite definido en (1.3

Observacion.

) v su independencia de la escogencia de la sucesién (f,)32

El conjunto de todas las funciones Bochner integrales es un espacio lineal y la integral de
Bochner es una aplicacién lineal. Ademas, cuando X = C, las definiciones de integral de
Bochner e integral de Lebesgue coinciden.

Una de las caracterizaciones de la clase de funciones Bochner integrables se enuncia a

continuacion.

Teorema 1. (Bochner) Una funcion f : Q — R es Bochner integrable si y sdlo si f es

fuertemente medible y || f|| es integrable sobre  con respecto a la medida p.
Demostraciéon

(1) Sea (f,)22, una sucesion de funciones simples que satisfacen las condiciones esta-

blecidas en (1.1) y (1.3). Entonces,

e dute) < 0
Q

s = sl =0,

Ahora, puesto que
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esta integral es acotada y usando la desigualdad ||f,.(t)|| < ||f () — fu (O] + ][ (0)]]

se concluye que

[ @ laute) < .
Q

(i) Sea f una funcién fuertemente medible tal que ||f|| € L'(,du). Para cualquier

sucesion de funciones simples (f,,)>2, que satisfacen la ecuacién (1.1), construimos

)
n=1

una sucesién auxiliar (g,)5°, definida por

fu) st O < O +n7h),

0 otro caso

gu(t) =

Claramente,

lim [ (1) ~ (0] = 0.

n—oo
Més atn, ||g,(®)|| < [|F@®)](1 +n~t) < 2||f(t)|] para todo n € N. Por tanto, la
sucesion (|| f(.) —gn(.)|])22, admite una cota superior integrable 3||f(.)|| y en virtud

del Teorema de convergencia dominada de Lebesgue se tiene que

n—oo

i [ [ f(t) = gn(D)]| = 0,
Q
es decir, la funcién f es Bochner integrable sobre €.

[lustremos ahora el comportamiento de la integral de Bochner bajo operadores lineales. El
siguiente resultado es una simple consecuencia de la definicién de la integral de Bochner,

y serd usado frecuentemente en este trabajo.

Proposicion 1. Sea T : X — Y un operador lineal acotado entre espacios de Banach X

eY ysea f:Q— X. Entonces Tf :t — T(f(t)) es Bochner integrable y

TLﬂWMﬂ=Aﬂﬂmww-

Nosotros usaremos una version de la proposicion anterior para un operador lineal cerrado

A sobre X.

Proposiciéon 2. Sea A € B(X). Sea f : Q@ — X Bochner integrable. Suponga que
f(t) € D(A) para todot € Q y Af : Q — X es Bochner integrable.
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Entonces / f(t)du(t) € D(A) y
Q

ALﬂWMOzAAU@MM»

Demostracion Consideremos X x X como un espacio de Banach en la norma
l|(z, )|l = ||z|| + ||ly||- El gréifico G(A) de A es un subespacio cerrado de X x X. Defini-
mos la aplicacién g : Q@ — G(A) C X x X por g(t) := (f(t), Af(t)). Observar que g es

fuermentente medible y

L@mwww=4wwmm+éwwmww<w

En virtud del teorema de Bochner, g es Bochner integrable, més atn, [, g(t)du(t). Por
otra parte, considerando las dos proyecciones de X x X sobre X y usando la proposicion

anterior se tiene

[ atwauty = ([ sautey, [ arwauo)

lo cual concluye la demostracién.

Definicién 5. Sea J = (a,b), donde —o00 < a < b < 400 y 1 < p < oco. Entonces,
LP(J; X) denota el espacio de todas (clases de equivalencia) las funciones medibles f :
J — X tales que ||f(t)|% es integrable para t € J.

LP(J; X) es un espacio de Banach con norma

| fllzeerxy == (/ ||f(s)||§<ds) "
7

Sip =00 el espacio L>(J; X) consiste de todas las funciones medibles tales que
[ fllzoe (s:x) = esssupl| f(#)]|x
tcJ
es finita.

Las siguientes propiedades son conocidas y se siguen directamente de su contraparte

correspondiente para el caso X = R.
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Teorema 2. Sea J = (a,b), donde —oc0o < a<b< 400 yl<p<oo.
(i) Si f € LP(J;X) yge LV (J;X) donde p' = p/(p — 1), entonces

/ f@)g)|xdt <|[fllpllglly Desigualdad de Holder.
J

(11) Si X es un espacio de Banach arbitrario, y 1 < p <r < oo, entonces L" (2, u, X) C

LP(Q, u, X) con inyeccion continuo.

(111) Si, adicionalmente, 2 es un subconjunto compacto de R", p la medida de Lebesque

sobre Q y p € [1, 00|, entonces C(2; X) C LP(Q, u, X), con inyeccion continuo.

Definicién 6. (a) El espacio de Lipschitz Lip([0,00); X) consiste de aquellas fun-

ciones tales que

Ft)—-F
1Pl = sup [F(@ll + sup IO ZEON o
tel t,s>0,8#t |t — $|

(b) El espacio de Holder C7, 0 < v < 1 se define por:

CN(I; X) = {fE C(I; X): sup I8 = FEsll < oo}

stelszt [t —s|
con
1f(t) — f(s)]l
[ fllcr := sup || f(t)][x + sup X,
tel s,tel |t - 8‘7

Definicién 7. Para k,h € L'(R), argumentos basados con el Teorema de Fubini (ver

[22]) muestran que la convolucidén

—+00

(k*h)(t) := / k(t — s)h(s)ds

—00

existe y ademds k x f € L*(R). Mds ain, la convolucién es conmutativa y asociativa.

Definicién 8. Sik: I — C y h: I — X son medibles, definimos la convoluciéon por

T

(k * h)(t) := / k(t — $)h(s)ds (1.4)

0

y existe (como una Integral de Bochner).
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Proposicién 3. Sean k,h € L(I) y f € L(I; X). Entonces

a) (k= f)(t) existe para casi todot € I yk* f e L(I; X).

b) hx(kxf)=(h*xk)x*f.
Proposicién 4. Si k € LY(J,R), f € LP(J, X) para algin p € [1,+00), entonces
kxfelr(J,X)y

1k fllorx) < Eklloynll fllzeaxy  Desigualdad de Young.

Definimos a continuacién el concepto de convolucion para funciones de valor vectorial y
su relacion con operadores lineales en espacios de Banach.

Recordemos que B(X) denota el espacio de operadores lineales acotados sobre X, siendo X
un espacio de Banach. Una funcién T : Ry — B(X) es fuertemente continua si ¢t — T'(¢)x
es continua para cada r € X.

Por el teorema de Banach- Steinhaus, una funcién fuertemente continua 7' es localmente
acotado. Notar ademéds que ||T'|| es medible.

Anotamos también que los resultados de convolucion para funciones fuertemente continuas
T : Ry — B(X) también son validos para T : (0, 00) — B(X) si T es fuertemente continua
sobre (0,00) y acotada sobre (0, 1). Adicionalmente, resultados similares se tienen para

intervalos compactos [0, 7].Anotamos
L},.([0,00); X) :={f : [0,00) = X : fes Bochner integrable sobre I}
La prueba de las siguientes proposiciones puede ser consultada en ([22]).

Proposicién 5. Sean f € L} (Ro, X) y T : Ry — B(X) fuertemente continuo. Entonces

loc

la convolucion
t
(T f)(t) := / T(t—s)f(s)ds
0
existe (como una integral de Bochner) y define una funcion continua T * f : Ry — X.

Proposiciéon 6. Sea T : Ry — B(X) fuertemente continua y acotada, v € X,
'€ Lige(Ro, X), f —:c—l—/f ds (t>0).
Entonces T * f € C'(Ry, X

(T f)(t) = (T f)(t) + T(t)z.
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Proposiciéon 7. Sea T : [0,7] — B(X) continua de Lipschitz con T(0) = 0, y sea
f e L([0,7], X). Entonces T * f € C*([0, 7], X).

1.1.2. Existencia de la Transformada de Laplace

Sea X un espacio de Banach complejo. Esta seccién es concerniente a la existencia de la
Integral de Laplace

N = /Ooe_’\tf(t)dt = lim Te_’\tf(t)dt,

0 T—+400 0

para f € Lj (R, X) y A € C. Note que fOT e M f(t)dt existe como una integral de Boch-
ner, y si fooo e M f(t)dt existe como una integral de Bochner entonces esta bien definida

la Integral de Laplace, por el teorema de convergencia dominada.
Definicion 9. Se define la abscisa de convergencia de f, denotado por abs(f) por:
abs(f) == mf{Re(\) : f eaiste}.

1
loc

Re(X) > abs(f) y diverge si Re(\) < abs(f).

Proposicién 8. Sea f € L; .(R.,X). Entonces la Integral de Laplace f converge Si

Demostracién. Claramente f no existe si Rel < abs(f).

Para \y € C sea

Go(t) :== /t e % f(s)ds, t>0.

0

Entonces, para todo A € C y t > 0, integrando por partes se tiene

t ¢
/ e f(s)ds = / e~ Ro)sg=hos £(5)
0

0

t
= NG + (N — )\0)/ e~ ARG (5)ds.
0

-~ ~

ST f(Xo) existe, entonces Gy es acotado. Mds aun, se sigue de lo anterior que f(\) existe

si Re(A) > Re(X\g) y

FO) = (A= Xo) /O h e~ A5G (s)ds (Re()\) > Re()Xo)).
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~

Esto muestra que f(\) existe si Re(\) > abs(f).
Si f()\) converge para todo A € C, entonces abs(f) := —oo. Si el dominio de convergencia
es vacio, entonces abs(f) := oo. Una funcién f es llamada Transformada de Laplace

si abs(f) < oo.

Ejemplo. Sea f(t) := (1 +t)~'. Entonces abs(f) = 0 puesto que la integral de Laplace
f()\) converge para A > 0 pero no para A = 0. Si A = ir,r # 0, entonces usando integracion

~

por partes se tiene que f(ir) converge y
Y 1 1 efirt
)= — — — [ co—dt.
fir) ir ar /Ooo(l +1)?
Asi, el dominio de convergencia de f()\) es {ReA >0, # 0}.
Para f(t) := 1, el dominio de convergencia de f()\) es el semiplano abierto { ReA > 0}.
para f(t) = (1 +t?)~! es el semiplano cerrado {ReA > 0}.

Mencionamos dos funciones especiales que seran usadas en algunos ejemplos posteriores

de la derivada e integral fraccionario. A saber:

Definicién 10. s La funcion de Mittag-Leffler es una funcion entera y estd defi-
nida mediante la serie de potencias:

00
Zk

m ,OC>0,5>0,ZEC.

B 5(2) =
k=0

» La funcién hipergeométrica de Gauss se define mediante la expresion:

1
() : / 11— 1)L —wt) e, 0<b<c
0

o1 (a, b;c;x) = NORCED)

Ademds, la funcion hipergeométrica de Gauss posee las siguientes propiedades:
(a) 2Fi(a,b;c;x) = Fi(b, a;c; )
(b) oFi(a,b;b;x) = (1 —a)"

Para una mayor informacion sobre las funciones especiales mencionadas anteriormente se
recomienda consultar [18]. Las siguientes definiciones son herramientas que se usan con

frecuencia en el transcurso del trabajo.
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Definicién 11. Sea A € B(X).

(a) El conjunto resolvente de A denotado por p(A) es

p(A) :={\ € C: eziste el operador (A — \I)~' € B(X)}.

(b) El espectro de A, se denota por o(A) y es el complemento del conjunto resolvente.

Es decir,

o(A) :=C —p(A).

(¢c) Para cada \ € p(A), el operador (\I — A)™' se denomina operador resolvente de A y se
denota por R(\, A).

1.1.3. Funciones Absolutamente Continuas

Definicién 12. Una funcion f : [a,b] — R es absolutamente continua en |a,b|, si y
solo s,
Ve > 0, 3§ > 0 tal que para cualquier sistema finito de intervalos {(ag,bx)} C [a, ]

disjuntos dos a dos se satisface:

n

D (bp—ar) <= |f(be) = flar)| <e.

k=1

El espacio lineal de funciones absolutamente continuas se simboliza AC([a,b]).

Observaciones

n
(a) La definicién anterior se satisface si la expresion > | f(bg) — f(ax)| < € es sustituida
k=1

por

S0 (b) — Fla)| <

(b) El sistema de intervalos disjuntos dos a dos considerado en la definicién puede ser

numerable, produciendo sumas infinitas en la correspondiente definicién.(ver [10].)
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Ejemplos.
1. p(z) = e, es absolutamente continua en [0, 1].

2. La funcién
weos(qz) si 0<a <1

0 si x=0,

fx) =
es continua en [0,1] pero no es absolutamente continua en dicho segmento.

Ciertas propiedades de las funciones absolutamente continuas se enuncian a continua-

cién.Sus respectivas demostraciones pueden encontrarse en [10].

Proposicién 9. (a) Toda funcion AC([a,b]) es continua, y por lo tanto uniformemente

continua. El reciproco es falso (ver ejemplo 2).

(b) Sean f,g € AC([a,b]), o, 5 € R. Entonces
af + pg € AC([a,b]), fge€ AC([a,b]). Ademds, siVx € [a,b] g(x) # 0, entonces
f/g € AC([a, b]).

(¢) Si f € AC({a, b)) entonces p.ct) x € [a,b], 3f(x) y ademds f' € Ly(a, b).
(d) Si f € AC([ab)) y f'(z) = 0 p.c.t. x € [a,}], entonces f es constante.
(¢) o € AC(la, b)) siy s6lo si
olz) = /xf(t)dtJrC, feli(ab), C— constante. (1.5)

O sea que la clase AC([a,b]) coincide con la clase de primitivas de funciones Lebes-

que integrables.

(f) Si f € L([a,b]), entonces ¢'(x) = f(x) p.c.t. x € [a,b], donde ¢ se determina

mediante (1.5). Esto es, toda funcion AC es la primitiva de su derivada.

Definicién 13. Sea f : [a,b] — R, n € N. Denotamos por AC "([a,b]) al espacio de fun-
ciones f(x) continuamente diferenciables en [a,b] hasta el orden n — 1, con

f=1 ¢ AC([a,b)). Ademds C "([a,b]) C AC "([a,b]) C C "~}([a,b]).

Ip.c.t: Expresién usada en teorfa de la medida que significa para casi todo
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El siguiente teorema es la generalizacién de (1.5), lo que permite caracterizar al espacio

AC ™([a, b]). Su demostracién puede ser consultada en [16].

Teorema 3. El espacio AC "([a,b]) consta unicamente de las funciones f, representables

en la forma

1) = Gy o=+ Yt ot

(n—1

donde ¢ € Ly(la,b]) y cx son constantes arbitrarias, k =0, ...,n — 1.

Segun este teorema, la clase AC ™([a, b]) consta de funciones que se representan mediante
una integral n-multiple de Lebesgue de una funcién sumable, mas un polinomio de grado

n— 1.

Definicién 14. Espacios de Sobolev
Sean m € N y 1 < p < co. Los Espacios de Sobolev W™P(I; X) se pueden definir de la

siguiente manera:

m—1
tk tm_l
W X) = {f 1= X3 € LI X), f(t) = 3 o ot o YO, te 1},
— ! !
donde I = [0, 7].
Observacion.

Notar que ¢(t) = f™(t) y ademés ¢, = f#)(0).

Por otra parte, si consideramos
W (LX) = {f € W™ (LX) [P (0) =0, k=0,1,..,m 1},

entonces

FEWHIX) & f = ——— s

para algun ¢ € LP(I; X).
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1.2. Derivada e Integral fraccionaria

En el transcurso de esta seccién consideramos para o > 0, m = [a| el menor entero

mayor que e [ = (0,7 para algun 7' > 0.

Definicién 15. Sea o > 0, m = [«| . Se define para 5 > 0, la funcion

81
t>0

gs(t) = L)
0 t <0,

donde I'(B) es la funcion Gamma.

Definicién 16. La integral fraccionaria de Riemann-Liouville de orden o esta

definida de la siguiente manera:

t a—1
(t—s)
Jo‘t::/—stZ * go ) (1 1.6
0= [ s = (a0 (16)
donde f € L(I; X),t > 0.
Proposicién 10. i) gg * o = Gp+a

i) JOJP = JtP o >0

Demostracién

i) De la definicién

(g5 % go) (1) = m /0 U — )N

. X .
Ahora consideremos 7 = —. Entonces se obtiene

(96 % ga)(t) = m/o PN (1 — /) L da
_ 1 ! 7_5—1 a—1 _7_04—1 r
B F(@)F(ﬁ)/o (r) e 4 =) ed
_  jatp-1 1 17.0471 e
= g,
_ q4a+p-1 1 o
= e PP

taJr,Bfl

e
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ii) Sea f € L(I; X), luego

JTSW) = T egs|)
= (f*9gp) * ga(?)
= fx(9gs*9a)(t)
= f*gars(t)
= Jf().

Definicién 17. La derivada fraccionaria de Riemann-Liouville de orden o > 0

se define como
DUf(t) := D™ (gm-a x f)(t) = D"J"f(t),  m=[a] (1.7)

para toda f € L*(I) tal que (gm_o* f) € W™Y(I; X) y donde D™ := L 'm € N.

 dxm

Mostramos a continuacién algunos ejemplos de derivada e integral fraccionaria de ciertas

funciones usando las definiciones establecidas anteriormente.
Proposicién 11. Si f(x) = (x — a)?~! donde B > 0 entonces

(I De) = popgy o =0

Demostracion

Por definicion

e 1 [T(t—a)
(N6 = e / .

N (x —t)t-«
Sea T = ;:2, de donde (x — a)(1 —7) = x — t. Luego,
T —a p—1
e A =
— x —a)ftet 1751 ) dr
= malem ot [P
= Lo apreBBa) = L) (g,
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Proposicién 12. Sea ¢(z) = 2°71(1 — x)77L, donde x € [0,1], B > 0 y ~ arbitra-
r10.Entonces

(176)(x) = a1 -y, B+ i)

(a+5)

Demostracion

Por definicion

T 45—1 _ -1
(Jo‘sf))(:c)r(la)/o t (x(i t)ltza dt.

—1
Sea T = x—, de donde x(1 — T) =t. Luego,
x

(J%)(x) = F(1a>x5+°“1 /0 (1= 1 =21 =)~ (@r)* dr.
Sea 0 =1 — 1. Entonces
(7)) = age ™ [ o = aoy 1= )
(%)) = oo (L = 7. G+ ia).

Ax

Proposicién 13. Para la funcion p(x) = e | con A < 0 su integral fraccionaria estd da-

da por la expresion:

(J*0)(x) = (2 — a)*E1 01 (AT — Aa).

Proposicién 14. Sea f(z) = (x —a)*™', 0< a < 1. Entonces (D*f)(z) = 0.
Demostracion.

Por definicion

N _ 1 d [*(t—a)*!
(D*f)(x) —m%/a (x——t)o‘dt'

t—a
Sea T = —— Luego,
r—a

r—(r—a)rT—a=z—t=(r—a)(l—7)=2—1.
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Por tanto
d “Hx —a)
D* = — d
(D*f)(w) 1—a dx 0 1—7')]“ g
1 d 1 d
= — 1 —7) YT = —— 1= .
I'(1—a)ds 07’ )l F(l—oz)da:B( a)=0
Observacién

Un resultado méas general que el anterior es considerar f(zr) = (r —a)™* con p <1,
o+ pu < 1, en cuyo caso

[(1— p) 1
IF'l—p—a)(z—a)rte

(D*f)(x) = (1.8)

Observacion.

Sabemos que las operaciones de diferenciaciéon e integracién no son operaciones inversas
en el sentido estricto: % f f(t)dt = f(x); sin embargo, f f'(t)dt # f(x) debido a la apa-
ricién de la constante — fa(a).

Asf mismo (L)"J"f(t) = f, pero J"f™ # f, difiriendo de f en un polinomio de orden
n— 1.

Es natural esperar que D*J*f = f, aunque J*D* f no necesariamente coincida con f(x)
debido a la aparicién de las funciones (z — a)* %, donde k = 1,2, ..., [a] + 1 las cuales

juegan el papel de polinomios para la diferenciacion fraccionaria.

Teorema 4. Sea o >0 y m = [«]. Entonces para cualquier f € L(I; X)
DJ*f = f. (1.9)

Mas atin, si f € L(I; X) y (¢m-a * f) € W™L(I; X) entonces

-1

JODYf(t) = f(t) = ) _(9m-a* [)*(0)garkri-m (t) (1.10)

3

B
Il

En particular, si (gm—o * f) € Wi (I; X) entonces J*D*f = f.
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Demostracion.
Por definicion,

JUf = gax [ € L(I; X),
ademas
Im-a* (JL) = Gmea * o * f = gm * f € W"N(I).
Luego, bajo la definicién de la derivada fraccionaria de Riemann-Liouville se tiene:

DJf = D" gm—a* J*f] = D" [gm * f] = D" J" f.

Ahora, si (gm_o * f) € W' (I) entonces en virtud de la definicién de espacios de

Sobolev se tiene:

3
L

Om—a * [ = Ckngrl(t) + G x Y (1-11)
=0

donde ¥ € LY(I) y cx = (gm—a * [)*(0).

~— =~

Entonces,

JODYf = JD™ g * f] = JOU (1.12)

Por otra parte, de la ecuacion (1.11) se deduce:
m—1
G * [ =Y hGarks1 () + Gogm * ¥
k=0
asi

m—1
D™gm* ) =f = kfaths1-m(t) + g * ¥ (1.13)
k=0

Luego, de (1.12) y (1.13) se deduce el resultado.

Corolario 1. Sia € (0,1) y si (gm_a * f) € WH(I; X) entonces de (1.10) se tiene

JODf(t) = f(t) — (g1—a * [)(0)ga(t)
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Corolario 2. Si f € W™Y(I; X) entonces D*f se puede representar en la forma

D f(1) Zf 0)gk—at1(t) + J"D™ f(¢). (1.14)

En ocasiones resulta conveniente usar el segundo termino de la parte derecha de (1.14)
como una definicion de derivada fraccionaria de orden «. Las propiedades de tal definicion
pueden ser consultadas en [12] . Esta definicion alternativa de derivada fraccionaria fue
introducida por Caputo [12] ,[13] y desarrollada en trabajos sobre la teoria de la viscoe-
lasticidad lineal. En otras palabras, la derivada fraccionaria segin Caputo se define como

sigue.

Definicién 18. (Derivada de Caputo) La derivada fraccionaria de Caputo de orden

a > 0 se define por
Def(t) = J" D™ f(t).

Algunos resultados simples que se deducen de la definicién son:

J98 = Gars, D%p =9gs-a, B=a (1.15)

En particular, D%g, = 0. Notar también que D*1 = ¢g;_,,a < 1, mientras que D*1 = 0
para todo a > 0.

Si en lugar de que f € W™!(I; X) solo se tiene g, * f € W™HI; X) y f € C™(I; X),
entonces podemos considerar la siguiente representacién equivalente, la cual se sigue de

(1.14), (1.15).

D*f(t) = D" (f(1 Zf J9ki1(1)) (1.16)

La derivada de Caputo D® es también un inverso a izquierda de J¢ pero en general no es

inverso a derecha, es decir:

DeJ*f=f, feLYI;X), (1.17)

3

JDf(t) = f(t) = >_(gm-a* [)*(0)garrs1(t) (1.18)

e
Il
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siempre que f € C™ Y(I; X) y se cumpla ¢, o * f € W™H(I; X) .
Ademas, si a € (0,1), (g1 % f) € WHY(I; X) y f € C(I; X), entonces

JUDf(t) = f(t) — £(0).



Capitulo

Operador solucién

En este capitulo estudiaremos la existencia y unicidad de la solucién del problema de una
ecuacion integral no homogénea de orden fraccionario usando la derivada fraccionaria de

Caputo. A saber,

DPu(t) = nAu(t) + (/tk(t—s)Au(s)ds) +f(t), u0)==; u'(0)=y, Be€(1,2),n>0.
’ (2.1)

donde f pertenece al espacio de Sobolev W1(I, X4), k(t) es un ntcleo que satisface

ciertas condiciones de regularidad y A es el generador infinitesimal de un semigrupo de

clase Cj uniformente acotado. La propiedad de continuidad de la solucién ug(t) como

funcién de 8 > 0 y su orden de derivada fraccionaria DPugs(t) para 3 — 17 es estudiada

en el capitulo siguiente.

El problema para ordenes de 3 en (0, 1] puede consultarse en [7].

Primeramente establecemos algunas definiciones y teoremas necesarios para el proposito

del capitulo,sin embargo comenzamos con una breve introduccién.

2.1. Problema de Cauchy Abstracto

Sean X un espacio de Banach y A un operador lineal A : D(A) — X. Para z € X
el problema Abstracto de Cauchy para A con valor inicial x consiste en encontrar una

solucién u(t) para el problema de valor inicial

20
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dt (2.2)

donde por una solucién entendemos una funcién w : [0,00) — X tal que u(t) es continua
para t > 0, continuamente diferenciable, u(t) € D(A) para t > 0y (2.2) se satisface.
Comenzamos el estudio de la ecuacion (2.2) analizando en principio espacios de dimensién

finita.

Definicién 19. Sean A € M,(C) yt € R,. La matriz exponencial e* es definida por

o0
A A"
e

|
e n:

Observacion. Claramente si se considera cualquier norma sobre X = C” y la correspon-
diente norma matricial sobre M, (C) se muestra que la sumas parciales de la serie forma

una sucesion de Cauchy, asi la serie definida anteriormente converge y ademas satisface
HetAH < Al
para todo t > 0.

Proposicién 15. Para cualquier A € M, (C) la aplicacion T : Ry — M, (C) definida por

es continua y satisface

(2.3)
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Demostracién
= A"

Como la serie

n=0

es convergente se tiene:
n!

k1!

tA

Ahora, para mostrar que T'(t) = e'* es continua observar que si T'(t) satisface (2.3)

entonces
T(t 4 h) _ T(t) _ e(t—l—h)A _ etA _ etA(ehA . I)

Por tanto es suficiente probar que }lll/II(l) =1,
%

En efecto,

%) o)
h" A" A" [|A]"
- 1= [ S Ay o
n=1 n=1

Observacidn.La aplicacion ¢ : t — T'(t) es un homomorfismo entre el grupo aditivo

(R4, +) y GL(n,C). Teniendo en cuenta (2.3), consideremos la siguiente terminologia.

Definicién 20. Sea A € GL(n,C). La familia {¢'*},5, C GL(n,C) se denomina semi-

grupo de un pardmetro generado por la matriz A.

Proposicién 16. La funcién T : R, — M,(C) definida por T(t) := ! para algin

A € M, (C) es diferenciable y satisface la ecuacion diferencial

d
ZT(t) = AT(t) 0

T(0) =1.
Ademds A =T'(0).
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Demostracién

Probemos que T'(t) := e satisface (2.4). La ecuacién (2.3) implica que

T(t+h)—T() Th) -1

= T(t
. : ., T(h)—1
para todo t,h € R. Asi es suficiente mostrar que }ILH% — = A para asegurar que
%

T'(t) es diferenciable y ademads satisface la ecuacién diferencial.

En efecto,

fat AP AY <L el

h_[_AH <D n |h| Al

n=
Como W — ||A]| tiende a cero cuando h tiende a cero, se concluye que la funcién
T(t) = e satisface (2.4).
Finalmente, por definicién de derivada se tiene que

lim M
h—0

=A=:T'(0).

2.2. Semigrupos y generadores infinitesimales

La nocién de semigrupo de operadores lineales es una extension de la exponencial de una
matriz para el caso posible en que el exponente es un operador no acotado.
En esta seccién el lector debe estar familiarizado con conceptos de la teoria de espacios

de Banach y algunos resultados sobre operadores lineales acotados.

2.2.1. Semigrupo uniformemente continuo

Definicién 21. Una familia {T'(t) }1>0 C B(X) se denomina un semigrupo de un pardme-

tro de operadores lineales acotados (o simplemente semigrupo) si:
(a) T(0)=1

(b) T(t+s)=T(t)T(s); Vt,s>0.
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Si un semigrupo {7(t) };>o satisface ademés

Tt)—1

Tt~ 1 .0,

decimos que es un semigrupo uniformemente continuo.

Ejemplo. Un primer ejemplo significativo de un semigrupo uniformemente continuo es-
ta dado por t — e/, donde e* es la exponencial de la matriz tA. Observar también que
T(t) = €' satisface la ecuacién diferencial (2.4). Para verificar lo anterior remitirse a la
proposicion 15 de la seccién anterior.

Mas adelante mostraremos que todos los semigrupos uniformemente continuos son de la
forma e, para algiin A € B(X) y satisfacen (2.4).

El siguiente ejemplo muestra la existencia de semigrupos que no son uniformemente con-
tinuos.

Ejemplo. Sea X el espacio de todas las funciones acotadas y uniformemente continuas

de R} a R, dotado con la norma del supremo ||||oo. Sea {T'(¢) }+>o definido por

[T()f](s) == f(t + )

Claramente se verifica que {7'(t)};>0 es un semigrupo de operadores lineales. Observar
ademas que en este caso, la propiedad de continuidad uniforme de semigrupo en equi-
valente a la equicontinuidad de la bola unitaria en X, propiedad que obviamente no se
satisface, por tanto el semigrupo no es uniformemente continuo. Usualmente el semigrupo

[T(t)f](s) :== f(t+ s) es denominado semigrupo de translacion.

Definicién 22. Sea {T'(t)}+>0 C B(X) un semigrupo. Se define el generador infinitesimal
de {T(t)}+>0 como el operador

Az = lim M
t—0 t

(2.5)
sitempre que el limite existe.
Observaciones.

» En caso de existir un generador infinitesimal de un semigrupo 7'(t) éste es unico.
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= Si D(A) denota el dominio del generador infinitesimal de un semigrupo {7'(¢) };>0
entonces es claro que D(A) es el conjunto de todos los x € X tales que el limite
dado en (2.5) existe. Ademds D(A) es un subespacio de X y A posiblemente un

operador lineal no acotado.

» Sea X = GL(n,C). Si denotamos por A el generador infinitesimal del semigrupo
T(t) = e dado anteriormente, se tiene que A : R® — R" y esta definido por
Ax := Ax. Esta observacién nos permite ver la relaciéon existente entre semigrupos

de operadores lineales y ecuaciones diferenciales lineales de primer orden.

Ejemplo. El generador infinitesimal del semigrupo [T'(¢) f](s) mencionado anteriormen-

te esta dado por

D(A) = {f € X|E|2151'_1>%M = f'fuertemente en X},
y
Af = f'
Observemos que si f € D(A), entonces u(t, s) = [T'(t)f](s) := f(t+s) satisface la ecuacién
diferencial
Up = Us
u(0,5) = f(s)

Proposicion 17. Si {T(t)}+>0 C B(X) es un semigrupo uniformemente continuo enton-

ces, para cada t >0, T(t) es invertible.

Demostracion.

Por hipotesis
Tt)—1 — 0
IT(0) = Tl = 0,

entonces existe d > 0 tal que

IT(t) = Illsx) <1

para cada t € (0, 9].
Asi para cada t € (0, 0], T'(t) es invertible.
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Sit > § entonces existe n € Ny n € (0, 4] tal que t = nd +n. Por tanto T'(t) = T'(6)"T'(n)

y se tiene que T'(t) es invertible.

Teorema 5. Un operador lineal A : D(A) C X — X es el generador infinitesimal de un

semigrupo uniformemente continuo si y sélo si D(A) = X y A € B(X).
Demostracion.

a) Puesto que T'(.) es continua en Ry podemos considerar la funcién

V(t) = /0 t T(s)ads

para cada t > 0.
Claramente V' es diferenciable y V'(t) = T'(t) para todo ¢ > 0. Més atn,

1
lm -V (t)=1

t—0 t

ya que
lim %V(t) = lim w = V'(0) =T(0) = I.

t—0 t—0

Por lo anterior podemos decir que existe tg > 0 tal que
1 [P
H—/ T(s)ds — IH <1,
to Jo

1
asi el operador t—V(to) es invertible y consecuentemente V() tiene esta misma

0
propiedad.

Ahora, si h > 0 tenemos que

1 o
E(T(h) — [)/0 T(s)ds =

~+
o

1 [t
T(s+ h)ds — E/ T(s)ds
0

—

to+h 1 to
T(s)ds — —/ T(s)ds
h Jo

( /t t0+hT(s)ds - /0 hT(s)ds).

0

S = -

Entonces
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La parte izquierda de la ecuacion converge cuando h tiende a 0 a valores positivos,de
modo que la parte derecha tiene esta misma propiedad; sin embargo la convergencia
es en la norma unitaria de operadores de B(X), lo cual implica que la convergencia

también es puntual y se deduce
to -1
A= (T() - 1) / T(s)ds)
0
Por tanto A € B(X).

b) Supongamos ahora que A € B(X).

Para cada t > 0 sea

o
A"
T(t) = -
n=0
Mostrar que T'(t) es un semigrupo uniformemente continuo es consecuencia inme-
diata de la demostracion de la proposicion 15.
Para completar la demostracion resta probar que A es el generador infinitesimal de
este semigrupo. Para ellos es suficiente mostrar que
-1 _ Al =0
t B(X)

En efecto,

_ ©  in—2 gn
LR ) st

< tHA||2€tHAH.
B(X)

Segun lo anterior, cada operador lineal acotado A es el generador infinitesimal de un
semigrupo uniformemente continuo. La siguiente proposicién muestra que éste semigrupo

es unico.

Proposicién 18. Sean T1(t) y To(t) dos semigrupos uniformemente continuos. Suponga-

mos que
Ty(t) — 1 Ty(t) — I
i L =Ly B =1
tl0 t tl0 t

entonces T1(t) = Ta(t), vVt > 0.
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Demostracién. Mostremos que para 7 > 0, T1(t) = T3(t) para 0 < t < 7. Puesto que
las aplicaciones t — ||T(t)|| y t — ||T2(¢)|| son continuas, existe una constante C' tal que
[|T1(t)]|]||T2(s)|| < C para cada 0 < s <t < 7. Dado € > 0, se sigue de la hipdtesis que

existe 6 > 0 tal que
€

BT (h) = To(h) || < -

0<h <. (2.6)

t

Sea 0 < t < 7. Consideremos n € N tal que — < 4. De la propiedad de semigrupo y de
n

(2.6) se tiene:

110 = Tl = 17 (%) = 7%

-1l < 5 1 (LR gy (B (= E = Dty (e ey g e b
k=0

Puesto que € es arbitrario, T (t) = Ty(t) para 0 <t < 7.

2.2.2. Semigrupos fuertemente continuos

En esta seccion estudiaremos semigrupos de operadores acotados que satisfacen una con-
dicion mas débil que la continuidad uniforme. Como consecuencia encontraremos condi-

ciones sobre A para que el problema

tenga solucién en este contexto.

Definicién 23. Se dice que un semigrupo {T'(t) }+>0 de operadores acotados es fuertemente
continuo si para cada x € X se tiene que h'rr}r T(t)x = x. También se dice que T(t) es de
t—0

clase Cy o que es un semigrupo Cy.

Observacion.
Observemos que todo semigrupo uniformemente continuo también es un semigrupo Cj.
La diferencia estd en que un semigrupo uniformemente continuo 7'(t) converge uniforme-

mente a la identidad cuando ¢t — 0, mientras que un semigrupo Cy solamente converge en
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el sentido fuerte.

Ejemplo. Sea X el espacio de todas las funciones acotadas y uniformemente continuas

de R} a R, dotado con la norma del supremo ||||o. Sea {T'(¢) };>o definido por

[T(t)f)(s) == f(t + )

Anteriormente mostramos que 7'(¢) asi definido es un semigrupo que NO es uniformemente
continuo, sin embargo, éste es un semigrupo Cy ya que en virtud de la continuidad uniforme
de f se sigue que tl_l')r[% T(t)f = f para toda f € X.

Al igual que los semigrupos uniformemente continuos, los semigrupos Cy satisfacen una
propiedad de acotacién para su norma, la cual mencionamos a continuacién (consultar

[17]).

Teorema 6. Sea {T'(t)}i>0 un Cy semigrupo.

Entonces existen w >0 y M > 1 tales que
IT(t)]| < Me™, (2.7)
para cada ¥t > 0.

Demostracion
Mostremos en principio que si {7'(¢) }+>0 es un semigrupo uniformemente continuo entonces
existe 6 > 0, M > 1 tal que

IT@®) <M, telo,0].

En efecto, razonando por contradicciéon suponemos que existe una sucesion {9, }nen con-
vergente a cero y tal que ||7(d,)|| = oo cuando n — oc.
Por el teorema de Banach-Steinhaus, existe x € X tal que {||7(d,)z|| }nen no es acotada,
lo cual es una contradiccién ya que T'(.) es continua para t = 0.
Por otra parte, si t > 0 entonces existe n € Ny n € [0,9) tal que t = nd + n.
Asi,

1Tl = 17O T 0l < 1T 70 lsco < MM
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t__77<£,
b — 0

Pero n = de modo que

t
IT(t)|px) < MMO = Me™,
donde w = s%ln M.

Observacion.
Si {T'(t) }+>0 es un semigrupo uniformemente continuo con generador A entonces en (2.7)

se tiene que M =1y w = ||4].

Definicion 24. Si {T'(t)}i>0 es un semigrupo Cy, éste recibe el nombre de semigrupo de

contracciones si y solo si, para cada t > 0 se satisface | T(t)||px)y < 1.

Proposicién 19. Sea {T'(t)}+>0 es un Cy semigrupo, entonces para cada x € X la funcion
@y 1 [0,00) = X definida por ¢.(t) = T(t)x es continua.
Demostracion

Seant >0 y h € [0,t]. Entonces
lea(t +h) = o)l = Tt + h)z = Tzl < I TONIT(h)z — =l < M| T (h)z — x|
Similarmente,
lpa(t=h) =)l = T (t=h)z=T(t)z]| < TE=h)||lla~T(h)z] < M |z ~T(h)]|
lpa(t + h) — o ()| < Me“'|T(h)z — 2|

Observar que ||T'(h)x — z|| — 0 cuando h — 0 decrecientemente.

Por tanto la aplicacion ¢, es continua para cada x € X.
Observaciones

b
a) Notemos que la proposicién anterior permite dar sentido a la integral / T(s)xds para
a

todo z € X.

b) La definicién de generador infinitesimal para un semigrupo Cj es la misma que para
un semigrupo uniformemente continuo, es decir:

T(t)r—=x

D(A) :=4Jx € X|lim existe
t—0
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y se define por:

_ +
Az — lim T(t)x —x _. drT(t)z

lim —— ——lio 7€ D(A).

Veremos que en este caso, aunque es posible que D(A) C X, se tiene que D(A) = X.
Mas atin, dado que la continuidad fuerte es una condiciéon més débil que la continuidad
uniforme, esperamos que A también tenga una propiedad un poco mas débil que el ser

acotado. El siguiente resultado serd ttil para confirmar esos dos hechos.

Lema 1. Sean {T'(t)}+>0 un semigrupo Cy y A su generador infinitesimal. Entonces:

a)

1 t+h
lim — T(s)xds =T(t)x, xe€ X.

h—0 ¢

t
b) Para cada z € X, / T(s)xds € D(A). Ademds,
0

A[/O T(s)xds] =T(t)xr — .
c) Six € D(A) y T(t)xr € D(A) entonces

d
ST(t)r = AT(t)e = T(1) Ax.

d) Para cada x € D(A),
T(t)xr —T(s)x = / T(1)Azxdr = / AT (7)zdr.

Probamos a continuacién algunos de las principales propiedades mencionadas anterior-

mente del generador infinitesimal de un semigrupo Cj.
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Proposicion 20. Si A es el generador infinitesimal de un semigrupo Cy entonces

D(4) =X.

Demostracién
Para cada z € X, construiremos una sucesiéon {x,} C D(A) que converge a x.

Counsideremos

1/n
Ty 1= n/ T(s)xds, Vn e N.
0

Teniendo en cuenta el lema anterior, de la parte (b) podemos concluir que z,, € D(A),
ademds, bajo el mismo lema, el inciso (a) nos permite afirmar que lim z, = x como se
n—oo

queria probar.

Observaciones

a) El resultado anterior se puede extender de la siguiente manera:
Si A es el generador infinitesimal de un semigrupo Cy y D(A™) es el dominio del
operador A,,, entonces N,enD(A") es denso en X.

La demostracion de este resultado puede ser consultada en [loan Vrabie].

b) Aunque el generador infinitesimal de un semigrupo Cy no necesariamente es acotado,

este si tiene una propiedad similar, pero un poco mas débil.

Proposicién 21. Si A es el generador infinitesimal de un semigrupo Co {T(t)}i>0, en-

tonces A es cerrado.

Demostracién

Mostremos que A es cerrado, es decir; suponer que {z,} C D(A) tal que lim x, =z € X
n—oo

y ademds lim Az, =y € X, probar que x € D(A) y Az = y.
n—oo

Afirmacion:
¢

t
lim T(S)AxndSZ/ T(s)yds
0

n—oo 0
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En efecto,
t t t
H/ T(s)Ax,ds —/ T(s)yds” = H/ T(s)[Ax, —y]dsH
0 0 0
t
< [ ImiAz, — ylas
t
g/ M| Az, — y|ds
Ot
§/ Me*|| Az, — y||ds
0
< Mte'||Az, —y|| — 0
n—oo

Por otra parte, en virtud del lema anterior, parte (d)

Tt —x= /0 T(s)yds,

se tiene
T(t)x — t
i LT =T T(s)yds
t—0 t t—0 0
Tt)r —x (a
lfm LT 2 @
t—0 t

esto es, x € D(A).

Finalmente, de la definicién de operador infinitesimal de un semigrupo Cj se obtiene que
Ax =y.

Al igual que en el caso de semigrupos uniformemente continuos, el generador infinitesimal

caracteriza al semigrupo, de esta manera se tiene la siguiente proposicion.

Proposicién 22. Sean {T(t)}i>0 y {S(t) }+>0 dos semigrupos Cy con generadores infini-
tesimales A y B respectivamente. Entonces A = B si, y sdlo si T(t) = S(t) para todo
t>0.

Demostracién

i. Claramente de la definicién de generador infinitesimal se tiene que si T'(t) = S(¢),

Vvt > 0, entonces A = B.
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ii. Mostremos que T'(t) = S(t) sabiendo que A = B.

Para cada t > 0 definimos la aplicacién ¢; : [0,t] — X como sigue:
oi(s) =T (t —s)S(s)x.

De la parte (¢) del lema anterior y del uso de la regla de la cadena tenemos:
d d d
= = |—T(t — T(t —s)—
To(s) [ T T(t 8)} S(s) + Tt = 5)7-5(s)

= —AT(t — 5)S(s) + T(t — 5)BS(s)
=—T(t —s)AS(s) + T(t — s)AS(s)
=0
Tenemos entonces que ¢, es constante en [0,¢], en particular ¢.;(0) = ¢;(¢), esto es

T(t)xr =S(t)x, Vt>0,Vre X.

2.2.3. Teorema de Hille-Yosida

En esta seccion mostramos uno de los principales resultados en la teoria de semigrupos
Coy, a saber, el teorema de Hille-Yoshida. Mas precisamente, este resultado establece con-
diciones suficientes y necesarias para que un operador lineal A genere un semigrupo Cj
de contracciones.

Recordemos que p(A) := {\ € C : existe el operador (A — )~ € B(X)} es el conjunto
resolvente de A y R()\, A) := (M — A)~! es el operador resolvente de A.

Teorema 7. (Hille-Yosida). Un operador lineal A : D(A) C X — X es el generador

infinitesimal de un semigrupo Cy de contracciones si y solo si :

(1) A es cerrado y D(A) = X.
(i1) (0,+00) C p(A) y para cada X > 0

IR A)llBx) <

> =

Demostracion.

Sea A : D(A) — X el generador infinitesimal de un semigrupo Cy de contracciones

{T(t) }izo-
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(i)

(i)

La proposicion 20 junto con la proposicion 21 aseguran que A esta definido densa-

mente y es cerrado.
Sea A > 0. Para cada x € X se define
R(\)zx = /OO e~ MT()xdt.
0
Observése que la integral de la definicion de R(\)x es convergente. Més atn,
IRl = || [ e rear]| < [T e zaislar < ol

Luego
BN 5x) <

> =

Afirmamos que R(\) coincide con R(A; A).
Probar que R()\) coincide con R(A; A) es equivalente a mostrar que R(\) es el inverso
a derecha e izquierdo del operador \I — A.

Sean r € X, h >0y A > 0. Entonces,

1 1 [> 1 [
—(T(h) — )R(\)x =— / e MT(t + h)xdt — — / e MT(t)xdt
h h o h /o

e)\h -1 Ah h

= / e_)‘tT(t)a:dt—e— eMT(t)xdt.
hJo hJo

Como el lado derecho de la ecuacién converge a AR(A)z — = cuando h tiende a cero,

se sigue que R(\)z € D(A) y por tanto
AR(N) = AR(\) — I,

es decir, (A — A)R(\) = 1.
Por otra parte,veamos que R(\) es también el inverso derecho de A\l — A.

Para cada x € D(A) observar:
R(\)Ax :/ e MT(t) Azdt
0
_ / " e L)
0 dt
=—x+ )\/ e MT(t)adt
0

=—x+ AR(\)z
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Reescribiendo lo anterior se tiene:
RN —A)=1
asi R(\) es el inverso izquierdo del operador (A — A).

En orden a probar que las condiciones (i) y (i7) son suficientes para que A sea el generador
infinitesimal de un semigrupo Cj de contracciones se requiere de algunos lemas.

En lo que sigue se supone que A satisface las condiciones (7) y (i) del teorema.

Lema 2. Para cada x € X,
lim AR(\; A)z = . (2.8)

A—00

Demostracion.

Sean © € D(A) y A > 0. Entonces
1
AR A)z — 2] = | AR(: A = | ROk A)As] < | As].

Por tanto (2.8) se satisface para cada x € D(A). Sin embargo por hipdtesis A esta definido
densamente en X y ademés ||AR(\; A)z|lpx) < 1, lo que implica que (2.8) se satisface

para cada x € X.

Definicién 25. Sean A : D(A) C X — A y A > 0. El operador Ay : X — X, definido
por Ay := MNAR(X; A) es llamado Aproximacion Yosida de A.

Lema 3. Para cada x € D(A),
lim Ayxr = Ax. (2.9)
A—00

Demostracién.

Por definicion Ay := AAR(\; A), luego
Ay = MR(NA) = ¥R\ A) — AMA — AR\ A) = NPR(\; A) — AL
Luego si © € D(A) entonces

lim Ayz = lim MAR(A: A)x = lim AR(A : A)Az = Ax.
A—00 A—00

A—00
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Lema 4. Para cada A > 0, A, es el generador infinitesimal de un semigrupo uniforme-

mente continuo de contraccciones {e';t > 0} que satisface
le“M sy <1 (2.10)
para cada t > 0. Mas aun, para cada x € X y cada A\, u > 0 se tiene
ety — etdu|| < t]|Aye — Azl (2.11)

Demostracién.
Como Ay € B(X) y ademas D(A)) = X se sigue en virtud del teorema 5 que A, genera
un semigrupo uniformemente continuo {e!*;¢ > 0}.

Por otra parte,

Mostremos ahora que (2.11) se satisface. En efecto,
td
:’ / —[€StA)‘6(1_S)tA“ZE]dS
0

ds
1
< / e 190 (¢ Ay — ¢ A, )| ds
0

etAA

2 . _ —
oA (R)\.A)HHe t,\IH < e 1.

_ ‘ et[)\QR()\:A)—)\I]H < ‘
B(X) B(X)

tAy tA,

e —e

StHA,\a: — AM.CIZ”

Procedemos a probar la condicion de suficiencia del teorema.

Para cada A > 0 consideremos el semigrupo uniformemente continuo definido por
Ty(t) == e, t>0.

Teniendo en cuenta (2.9) y (2.11) se tiene que para cada ¢t > 0, existe un operador lineal
T(t) : D(A) ¢ X — X tal que {T\(t) : t > 0} converge uniformemente a T'(t)x sobre

cada intervalo cerrado [0, ¢y]. En otras palabras; para cada t > 0,

lim ez = T(t)z. (2.12)

A—00

Ademés por (2.10) se deduce que

7)) < =]
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para cadat >0y x € D(A).

Por otra parte sabemos que D(A) es denso en X, asi que T(t) se puede extender por
continuidad a X y la ecuacién (2.12) es valida para todo =z € X.

Ahora, la convergencia uniforme de {73(¢) : t > 0} implica que la familia {7'(t) : t > 0}
satisface también que

IT®sx) < 1.

Adicionalmente, t — T'(t)x es continua para ¢t > 0 por ser el limite uniforme de funciones
continuas t — e“** luego T(t) es fuertemente continua y en conclusion T(t) es un
semigrupo Cj de contraccién.

Para concluir la demostraciéon queda mostrar que el generador infinitesimal B : D(B) — X
de éste semigrupo coincide con A : D(A) — X. Sea € D(A). Usando la ecuacién( 2.12)
se tiene que

t

t
T(t)xr —z = lim (e"Mz —2) = lim [ e Ayads = / T(t)Axds. (2.13)
0

A—00 A—00 0

La tltima igualdad se sigue de la convergencia uniforme de e*Ayz a T(t)Ax sobre
intervalos acotados. Sean B el generador infinitesinal de T'(t) y x € D(A).

Dividiendo la ecuacién (2.13) por ¢t > 0 y considerando el paso al limite cuando ¢ — 0 se
sigue que v € By Ax = Bz, asi A C B.

Puesto que B es el generador infinitesimal de T'(¢), se sigue de la condicién de necesidad
que 1 € p(B), luego (I —B)D(A) = (I — A)D(A) = X implica que D(B) = (I-B)™'X =
D(A) y por tanto A = B.

2.3. Ecuaciéon Integral

La solucién del problema homogéneo de Cauchy
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puede ser descrita a través de semigrupos Cy, siendo A : D(A) C X — X el generador
infinitesimal de un semigrupo Cy, {T\(t) : ¢ > 0}, entonces, para cada x € D(A), la
funcién u : [0,+00) — X definida por u(t) := T'(t)z, es la tnica solucién del problema
homogéneo de Cauchy (ver seccién anterior).

Si consideramos ahora la ecuacion

u(t) = f(t) +/O a(t — s)Au(s)ds (2.14)

donde A es un operador lineal cerrado (no necesariamente acotado) con dominio denso
D(A) en un espacio de Banach X y 0a(t) € Li,.((0,00)), f € C(I; X),observar que para
a(t) =1y f(t) = 0, la diferenciacién de (2.14) muestra el problema de Cauchy Abstracto
de primer orden.

Sin embargo, si escogemos a(t) = t, la diferenciacién de (2.14) tiene como resultado el

problema de segundo orden

u”(t) = Au(t) + h(t)
u(O) = Ug. (215)
uw'(0) = uy,

donde uy = f(0),u; = f'(0) y h(t) = f"(t). En algunos casos es posible reescribir la
ecuacién (2.15) como un problema de Cauchy de primer orden y por tanto estudiarse a
través de la teoria de semigrupos, sin embargo también existe una teoria independiente
para (2.15) que involucra el concepto de familias coseno.

En esta seccion consideramos unicamente algunas definiciones y teoremas referentes a la

ecuacién (2.14) que seran usados posteriormente.

Definicién 26. Una funcion uw € C(I; X) se denomina

(a) una solucion fuerte de (2.14) sobre I siu € C(I; D(A)) y satisface (2.14) sobre
I.
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(b) una solucion débil de (2.14) sobre I siaxu € C(I; D(A)) yu(t) = f(t)+A(axu)(t)

sobre I.

Observacion. Claramente toda solucién fuerte de (2.14) es una solucién débil, sin em-

bargo el reciproco en general no es cierto.

Definicién 27. El problema (2.14) se denomina bien planteado si para cada x € D(A)

existe una unica solucion fuerte u(t; x) de
u(t) =x + (a*x Au)(t), t>0 (2.16)

y para cada sucesion {x,} C D(A) tal que x, — 0, se sigue que u(t,z,) — 0 uniforme-

mente sobre intervalos compactos.

Definicién 28. Una familia {S(t)}i>0 C B(X) se denomina familia resolvente para

(2.14) si y sélo si las siguientes condiciones se satisfacen:
a) S(t) es fuertemente continua para t >0 y S(0) = Id.

b) S(t) conmuta con A, i.e, S(t)D(A) C D(A) y AS(t)r = S(t)Ax para todo z €
D(A),t > 0.

¢) Para cadat >0, S(t)z es una solucion de la ecuacion (2.14) para todo x € D(A).

Los siguientes resultados establecen relaciones entre familias resolventes y las soluciones

de la ecuacion integral (2.14).

Proposicién 23. El problema (2.14) estd bien planteado si y sélo si (2.14) admite una
familia resolvente S(t). Ademds se tiene que Ran((a* S)(t)) C D(A) para cadat >0y

¢
S(t)r =x+ A/ a(t — s)S(s)xds, para todo x € D(A),t > 0.
0

En particular, A(ax S(t)) es fuertemente continua en X .
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Demostracion.

(i)

Supongamos que S(t) es una familia resolvente para (2.14) y mostremos que (2.14)
estd bien planteado. Si S(t) es una familia resolvente para (2.14) entonces por pro-

piedades de S(t) se tiene que para x € D(A) la funcién

es una solucién fuerte de (2.16).
Ahora, para mostrar la unicidad de u(t), suponemos que existe otra solucién fuerte

v(t) de la ecuacién (2.16). Entonces,

Lxv=(S—axAS)*v
=S*xv—axAS*xv

¢
:S*v—a*/ AS(t — s)v(s)ds
0
t
:S*v—a*/ S(t — s)Av(s)ds
0

=S*xv—ax*xSxAv

=5 (v —ax* Av)

=Sxx=1x%Sx,
Luego, después de diferenciar se obtiene que v(t) = S(t)x, asi que u = v.
Finalmente, la dependencia continua de las soluciones sobre x se sigue directamente

del acotamiento uniforme de S(t) sobre intervalos compactos y del principio de

acotamiento uniforme.

Suponemos ahora que (2.14) esta bien planteado y veamos que (2.14) admite una
familia resolvente. En efecto, si (2.14) esta bien planteado entonces podemos definir

el operador solucién para (2.14) por:

S(t)x :=u(t;x), x€ D(A),t>0.
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Por unicidad, S(t) estd bien definido y es lineal para cada ¢ > 0, ademds S(0)z = x
para cada
xz € D(A) y S(t)x es continuo sobre R, para cada z € D(A).

Veamos que S(t) es también uniformemente acotado sobre intervalos compactos. Ra-
zonamos por contradiccion, esto es, asumir que existe (t,) C [0,7], (y,) C D(A)

con ||y,|| =1 tal que
|S(t)ynll > n, para cada n € N.
Entonces, si z,, := %n, claramente z,, € D(A) y z,, — 0; por tanto
1< [[S(tn)an] = l[u(tn; zn)]| = 0

cuando n — o0, lo cual es una contradiccion con la hipdtesis que (2.14) estd bien
planteado. Por tanto S(t) es uniformemente acotado sobre intervalos compactos; en
consecuencia admite una extensién continua para cada z € X, de esta manera S(t)x
es continua para cada x € X.

Por otra parte, AS(t)x es continuo sobre [0, c0) para cada x € X ,ademads se tiene
St)r=x+axAS(t)xr =z + Aax S(t)x.

Como S(t) es acotado se concluye que R(a*S(t)) C D(A) y el operador S(t) — I =
Aa = S(t) es fuertemente continuo sobre [0, 00), en otras palabras, u(t;z) = S(t)z es
una solucién débil de (2.14) para cada = € X.

Finalmente para mostrar que A conmuta con S(t), observése que para z € D(A),
u(t; Az) y Au(t; x) son soluciones debiles de (2.14), pero por la unicidad de soluciones

se tiene:

S(t)Az = u(t; Ax) = Au(t;x) = AS(t)x.

Corolario 3. El problema (2.14) admite a los mds una familia resolvente {S(t)}i>o0-

Observacion.
Para el caso especial en que a(t) = 1 la familia resolvente S(t) se convierte en el semigrupo

Co, et generado por A.
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Proposicién 24. Suponer que (2.14) admite una familia resolvente S(t) y sea

feC(;X).

(1) St u € C(i; X) es una solucion débil de (2.14), entonces S x f es continuamente

diferenciable en i y ademds
d t
u(t) = %/ S(t— 8)f(s)ds, tel (2.17)
0
(ii) Si f € WH(J; X), entonces
t
u(t) = S(t)f(0) —i—/ S(t—s)f'(s)ds, tel (2.18)
0
es una solucion débil de (2.14).

(iii) Si f € WH(I; D(A)), entonces u(t) definida por (2.18) es una solucién fuerte de
(2.14).

Demostracién.

(i) Suponer que S(t) es una resolvente para (2.14) y ademds u es solucién débil de

(2.14). Entonces,
lxu=(S—AlaxS))*xu=S+u—AlaxS)*xu
=S*u—ASx(axu)=Sx*[u—Aaxu] =5 f.

es decir,

u(t):%/o S(t—s)f(s)ds, tel.

(i) Si f € WH(I; X) entonces u definida en (2.18) es continua sobre J. Ademds,
axu=axSf(0)+axSxf

para cada t € I.
En virtud de la proposicién (2.16) se tiene que a xu € D(A).
Resta probar que

u(t) = f(t) + Alaxu)(t) sobre I
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Entonces,

f+A(a*xu)=f+ AaxSf(0)+ Aax* S« f.

Puesto que S(t) es resolvente para (2.14) se deduce:

fH+A(axu)==f+Sf(0)— fO)+(S—1) =« [
=f+Sf(0)—fO)+S*xf —Ixf
=f—f0)—1xf +u
=u.

Por tanto u es solucién débil de (2.14).

(iii) Es una consecuencia directa de (i) puesto que S(t) conmuta con A.

Mencionamos algunos resultados y definiciones restantes que seran ttiles para abordar el
objetivo de este capitulo, sus demostraciones pueden ser consultadas en [11].

Recordemos que para una funcién f € L;,.([0,00); X), la transformada de Laplace de f,
f, esta definida por f()) := JS e M f(t)dt = h’rf / e Mf(t)dt.
T—+00 0

Definicién 29. La ecuacion

u(t) = f(t) +/0 a(t — s)Au(s)ds

loc

+oo
con a(t) € L} (Ry) y tal que / e “a(t)|dt < oo , Ve > 0, se denomina parabdlica si
0

se satisfacen las condiciones:
a. a(X) #0,1/a(X) € p(A), para todo Re(\) > 0.

b. Eriste una constante M > 1 tal que H(X) = £(I —a(X\)A)~" satisface

|H(X\) para todo R(A) > 0.

M
HST
RY

+oo
Definicién 30. Sea a(t) € L}, .(Ry) tal que / e~a(t)|dt < co Ve > 0.
0

loc

a(t) se denomina k- regular si existe una constante ¢ > 0 tal que

IA"a™ ()| < cfa(\)|  para todo Re(\) >0, 0 <n <k.
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loc

Definicién 31. Considerar a(t) € L}, (R,) tal que /+OO ea(t)|dt < oo para todo e > 0,
ademds '

a(A\) #0 para todo Re(\) > 0.

La funcion a se denomina 0- sectorial o simplemente sectorial si |arg(a(N))| < 6 para

todo R(A) > 0

Teorema 8. Sea X un espacio de Banach, A un operador lineal cerrado en X con dominio

denso D(A) y a(t) € L} (R,).Asumir que

u(t) = f(t) +/O a(t — s)Au(s)ds

es parabolica y a(t) es k— regular, para algin k > 1. Entonces existe una resolvente
S € C*1([0,0); B(X)) para la ecuacién dada, ademds existe una constante M > 1 tal
que

l°Sm ()| < M VE>0, n<k—1 (2.19)

t
koth=1) _ ka1 < M(f — <
||t*S s*SWTI(S)|] < M(t s)(1+1n<t_8>), 0<s<t<o (2.20)

son vdlidas

Corolario 4. Sea a(t) € L, (Ry) 1— regular y sectorial con § < 5. Sea A un generador

loc

acotado de un semigrupo Coy {T'(t),t > 0} en un espacio de Banach X. Entonces

t
u(t) = f(t) +/ a(t — s)Au(s)ds
0
es parabdlica y existe una resolvente acotada S(t) para este.

Teorema 9. Suponer a(t) € L} (R,) 2— regular, (2.14) parabdlica y ademds o € (0,1).

loc

Entonces
i. Para cada f € C§(I; X) existe una solucion débil uw € C§(I; X) para (2.14)

it. Para cada f € C§(1; Xa) existe una solucion fuerte u € C§(1; Xa) para (2.14).
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2.4. Existencia de solucion

Consideremos el problema de Cauchy

DPu(t) = nAu(t) + </0 k‘(t—s)Au(s)dS) +f(t), uw(0)=uz; ¥(0)=y, B€(1,2),n>0.
(2.21)

donde A es un operador lineal cerrado con dominio denso D(A) = X4 C X.

Definicién 32. Una funcion uw € C(I; X) se denomina
(a) Una solucién fuerte de (2.21) sobre I siu € C(I; X4)NC?*(I; X) y satisface (2.21).
(b) Una solucion débil de (2.21) sobre I si hgxu € C(I;Xa), donde

B—1
ho(t) = nds(t) + (5% K)(1).  Ba(t) = It“(ﬁ)

u(t) =z +ty + (g + [)(1) + A((hg * u)(1)).

Mostramos a continuaciéon el principal resultado de esta seccion teniendo en cuenta los

anteriores resultados.

Teorema 10. Consideremos

DPu(t) = nAu(t) + (/Ot k(t — s)Au(s)ds) + f(1)

uw(0)=z; ¥'(0)=y, B€(1,2),n>0.

donde f € WY (I; X4), k(t) es 3— regular y A es el generador infinitesimal de un Cj
semigrupo acotado {T'(t),t > 0}.
Si

ar (%)‘§9<Z

entonces existe una unica solucion fuerte ug € C(I; X 4) N C*(I; X) de (2.21) dada por

ug = €'Ss(t)a + (e'Sp x (—z +y — ty + ¢(t) f(0) + b5 = (f' — f)))(t)
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Demostracion.

Realizamos la demostracion considerando varias etapas.

i.) Considerando el operador de integracién J? sobre la ecuacién (2.21) se tiene
g

ug(t) =z + 1y + (o * f)(t) + (ndp + (95 * k) (1)) * Au(t).

Si vg(t) = e tug(t) entonces la ecuacion (2.22) se transforma en

vp(t) = g(t) + (hx Avg)(t)

47

(2.22)

(2.23)

donde g(t) = ze ' +tety+ (e ppxe t f)(t) vy h(t) =noge i+ (e ppre k) ().

Observar que h(t) es 0 sectorial ya que

~ _77+E()\+1)

N ="t 1 = Jarg h(V)| <0 < 3

Mostremos ahora que h es 3— regular, para ello usamos la regularidad de k.

Entonces,

n+EA+1) KO+1)
(A + 1)5+1 ()\ +1)8
n+k:)\+1H Ak’(A 1)
(A+1)7 A+ n—i—k( +1)

R\ =-8

AR (V)] =
Como k es 3 regular entonces existe ¢ € R tal que:

(N < 1)

<(B+ )|V

n+m+1)‘{‘ 5)\| | A kEA+1) |}
)

C =
A+1 /\‘i‘lHn—Fk‘()\—i—l

Ahora,

BB+ 1)(n+k(A+1)) FA+1)  K'(\+1)

) -2
() = (A+1)P+2 B(A +1)8+ (A4 1)8
de donde se deduce
n+ kO +1) k(A +1)

IAZR" ()] <

O+ 1)° {p+1 ‘A+1 |+ B‘/\Jrl Hn+%(k+1)
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EQH) ‘}
n+k(A+1)

)\2
(A+1)2

‘
luego,
INZR(N)] < (8% + B+ 28c+ )[B(N)]| = d[A(N)],

donde d = % + 3 + 2Bc + c.

Finalmente,

—BE+DB+2QM+EA+1) LBBE+DFA+1) 3N +1) K" (A+1)

W) = (A4 1)8+3 +3 (A + 1)8+2 (A+1)8+1 T (A 4+1)8
implica
37T 7+ 7f\(>‘ + 1) _ T
VRO < | {85+ 1)(5+2)+38(8 + 1) + 36 + c}= e[,

siendo e = B(B+ 1)(B+2) +38(8+ 1)c+ 36c + c.

Por tanto h(t) es 3- regular.
Teniendo en cuenta lo anterior, observar que el corolario 4 asegura que la ecuacién
(2.23) es parabdlica y en virtud del teorema 8, (2.23) admite una resolvente acotada

Sg € C(I; B(X)) N C?*(I; B(X)) que satisface las ecuaciones (2.19) y (2.20) donde

Sﬂ(t)l‘ ZZL’—F(h*ASB(ZL’))(t), e Xy
Sh(t)x =h(t) Az + (Ah x Sj(x))(t), z € Xa (2.24)
Sp(t)x =h'(t) Az + (AR x Si(x))(t), =€ Xy,

6 también podemos escribir Sj(t)z, donde h(t) es diferenciable, en la forma

Sp(t)x = (B x ASpx)(t), x € Xa,

concluyendo que S3(0) = 0.
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(iii.)

Sabemos que Sz € C(I; B(X)) N C?*(I; B(X)), y de acuerdo a la proposicién 24, la
solucién de (2.23) esta dada por

(1) = (53 % 9)(1).

ademds, por hipétesis f € WH(I; X ), asf que
gt) ={(x+ty)e " +e o f)t)y € WH(I; X,).

Por tanto

Alt) = (S0 0)(0) & valt) = Sol0)g(0) + | Sa(e—s)g (s, teT

es una solucién fuerte de (2.23).

Ademads, como g(t) = ze " +te 7ty + (e ' x e f)(t) tenemos

gt)=e{—w+y—ty+ost)f(0) + (d5 = (f' = )} 9(0) =,

y como vg(t) = e tug(t) entonces podemos escribir ug(t) en la forma

ug(t) = €'S(t)a + €' S {—x +y —ty + da(t) f(0) + (da* (f — f))}(t) (2.25)

Mostremos ahora que ug(t) dada en (2.25) es solucién de (2.21).

Entonces

Dus(t) = €S} (1) + €' S5(t)y + €' S5(t) x (—y + B3 1(1F(0) + (951 % (' = £))(0))

D2up(t) = e Sy () Sh()-+e' S()y+e"Sa(t)y—y+5-1 (1) F(0)+(dp-1+(F = )(2)
(e Sh(8) + € Sp(1)) + (—y + b1 (DS(0) + G52+ (' = (D))

Teniendo en cuenta que DPug(t) = ¢o_g(t) x D?up(t) se tiene
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DPug(t) = Go—p(t)*e" SG(t)x+da_p(t)xe' SG(L) (x+y)+€' Sp(t)*(ds—1(t) fF(O)+f'—f)(t).

Sin embargo, para z € X4

e'Ss(t)z = e’z + (nps(t) + ¢a(t) * k(t)) * Ae'S(t)z
e'Sp(t)z = (nos(t) + @p(t) * k() Az + A(nds(t) + ¢a(t) * k(t)) x e'Sj(t)z
e'Sit)z = [(noa-1(t) —nos(t) + (dp-1(t) — dp(t)) * k(t)] Az

+ Al(nds(t) — nds(t)) + (dp-1(t) — Ps(t)) * k(t)] * e"Sp(t)=.

De esta manera para D’ug(t) se tiene:

Dlug(t) = dop(t) x {[(nPp-1(t) = ns(t)) + (85-1(t) — B5(t)) * k(t)] Az
Al(ngs(t) —nop(t)) + (Pp-1(t) — ds(t)) = k(t)] = €'S5(t) 2}

Ga—p(t) % {(ndp(t) + @s(t) x k(1)) Alx +y) +

Anoa(t) + da(t) = k(t)) * e"Sh(t)(z + 1)}

[ + (nda(t) + Pp(t)  k(t)) + A’ Sa(t)] * [da-1(£) £(0) + ' = £)(1)],

+ o+ + o+

pero e’ * (¢g_1(t) f(0) + f' — f)(t) = f(t), asi que

Dug(t)y = f(t)+nA{z+ty+ o1(t) * €' Sh(t)x + da(t) * €' S (t)y
+ () €'Sp(t) * (dp—1(t)f(0) + f' = )(1)}
+ k(t) « {z 4ty + ¢1(t) * ' S(t)x + ¢a(t) x €' Sp(t)y
+ 0p(t) x €' S(t) * (d5-1() f(0) + f' = £)(1)}
= (O +nAU() + k(t) x AU (1),
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donde
U(t) = a+ty+o (t)xe' Sp(t) wtpa(t)xe’ S(t)y+a(t)xe Sp(t)*(Ps—1 (1) £ (0)+ ' f)(1).

Finalmente veamos que U(t) = us(t).

En efecto,
Ut) = a+ty+eu(t) = e'Spt)e + ¢a(t) * €'S(t)y + dp(t) + "Sp(t) * (65-1(t)f(0) + f' -
= atty+out) * [D(e'Ss(t)) — €' Sp(t)]w + da(t) * [D(e'Sp(t)) — €' Sp(t)]y
+ dp(t) + €'Sp(t) * (d5-1(1) f(0) + f' = £)()
=  xtty+eSsr—x—di(t)xe'Sp(t)x + Pr(t) * [e"Sp(t)y —y — d1(t) x €' Sp(t)y]
+ dp(t) * €'Sp(t) * (d5-1(t)f(0) + f' = f)()
= ty+e'Ss(t)r —e'Sp(t) kx4 e'Sp(t) xy — ty — ¢1(ty) * €' Sp(t)y
+ dp(t) * €'Sp(t) * (d5-1(1)f(0) + f" = ()
= 'Sp(t)r+e'Sp(t) * {—x +y—ty +ds(t) f(0) + dsx (f — )(1)}

= up (t)
El siguiente resultado muestra una solucién débil de (2.21).

Corolario 5. Considerar f € WYN(I; X) en lugar de f € WH(I; X4) en el teorema
10.Entonces existe una unica solucion débil ug(t) € C(1; X) de (2.21) dada por (2.25).

Demostracién

Por hipétesis f € WH(I; X), luego
el +te Tty + (eTlpp ke f)(t) = g(t) € WHU(T; X).
Teniendo en cuenta la proposicion 24 se tiene que
05(0) = 55(0)9(0) + [ Sole =19/, te1
es una solucién débil de (2.22) tal que

h*l/g GC(I;XA)
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vp(t) = g(t) + (h* Avg)(1)
y donde
h(t) = e "{ngs + (¢p x k)(1)},  vp(t) = e "ug(t).

Por tanto si hg = nop + (¢ * k)(t) entonces hg *xvg € C(1; X4) y

up(t) =z + 1y + (¢ x [)(t) + Alhg * v3)

es una solucién débil de (2.21).

Observacion.

En los articulos [7], [9] se demuestra que si ug(t) es solucion de la ecuacién (2.21) entonces
ug — ug, cuando B — 27, donde uy es la solucién del problema lineal no homogéneo de
segundo orden. La estrategia para demostrar este resultado consiste en imponer hipotesis

sobre el operador A de modo que A sea el generador de una familia coseno.



Capitulo 3

La solucién y algunas propiedades

Segun lo realizado en el capitulo anterior, podemos expresar la solucién del problema de

Cauchy

Dfu(t) = nAu(t) + ( /0 (- s)Au(s)ds) + f(t)
u(0) =z; W(0)=y=0, f€(1,2),n>0.

(3.1)

a través familias resolventes. Mas aun, se tiene una expresioén explicita para tal solucién.
Sin embargo, es de interes analizar el comportamiento de la solucién ug junto con el de
DPug cuando 8 — 17,

Asi, en orden a analizar tales propiedades enunciamos algunos resultados basados en la

Transformada de Laplace-Stieltjes.

Teorema 11. Suponer que f € WUH(I; X4) ,  k(t) es 2-reqular y A el generador infini-
tesimal de un semigrupo acotado {T'(t),t > 0}. Si

s ) <0

entonces existe una tnica solucion fuerte u; € C(I; X 4) N CY(I; X) de la ecuacion (3.1)

dada por
ui(t) = e'Si(t) + (e"Si* (—x + f(0) + 1 (f' = [)))(t) (3.2)

53
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donde Si(t) € C(I; B(X)) con niicleo a(t) = ne™ +e~* x e tk(t).

Observacion
Si en el teorema anterior se considera f € W1(I; X) entonces existe una tnica solucién
débil de (3.1) dada por (3.2).La demostracién de la existencia de la solucién de u; es

similar a la expuesta en el teorema 10 y corolario 5 del capitulo anterior.

El siguiente teorema de aproximacion es una de las consecuencias del teorema de Repre-

sentacion de Riesz-Stieljtes, su demostraciéon puede ser consultada en [3] (ver apéndice).

Teorema 12. (Teorema de Aproximacion)
Suponer que F,, € Lip([0,00); X) con ||Fy,||Lip < M para todon € N yr,(\) = / e MdE,(t).
0

Las siguientes proposiciones son equivalentes

(1) Existen a,b > 0 tales que lim r,(a + kb) existe para todo k € Ny.

n—o0

(it) Eziste F' € Lip([0,00); X) con ||F||Lip < M tal que la sucesion {r,(\)} converge

uniformente a e MdF(t) sobre conjuntos compactos. Es decir,
0

n—o0

lim r,(\) = / e MdF(t), A>0.
0

(111) Existe lim F,(t) para todo t > 0.
n—oo

(iv) Existe F' € Lip(]0,00); X) con ||F||Lip < M tal que la sucesion F,(t) converge

uniformemente a F(t) sobre conjuntos compactos.

Mostramos a continuacion los principales resultados de este capitulo basandonos en algu-

nos resultados del capitulo 2 y las proposiciones anteriores.

Teorema 13. Asumiendo que las soluciones de los problemas de valor inicial (2.21) y
(3.1) existen entonces

511)1& up(t) = uy(t).
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Demostracién

Puesto que
ug(t) = €'Sp(t)a + (e'Sp * (—z + f(0) + L= (f' = f)))(t)
es la solucién del problema (2.21) y
ui(t) = e'Si(t)x + (e'S1 x (= + f(0) + 1 (f' = £))(t)
es la solucién del problema (3.1), definimos para cada z € X4 la sucesién
Fs(t) .= 9s(t)x — =, t>0, p[ell,2).

Veamos que Fj € Lip([0,00); X 4).
Claramente F3(0) = 0.

Por otra parte,

|

t+h
1Bt + 1) = Fate)l| = [1Ss(t+ Wz = Saltsall = || [ (S5« o) v

donde hg(u) = noge ™ + (e “pp * e "k)(u).

Sabemos que

y como ||S5(t)|| < M para todo ¢t > 0, tenemos que

t+h t+h
| e napd|< [N < ha)wplldu Az =iy,
t t

T
1S5 hs(u)y|| < [|Ss(w)ylll[hs]l < M||y||/0 [hs(w)]ldu < cflyl].

Luego

t+h t+h t+h
[ e hawaal|< [ 1S5 ¢ ha(wpdall < clyll [ du=clulln
t t t

y en consecuencia

|F5(t + h) = Fa(®)]] < clly[[h-

Por tanto
[F5(t +h) — Fp(t)]]
t,h>0 |h]

< 00,
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es decir Fj € Lip([0,00); X4) como se queria probar.

Por otra parte, (¢5 * (f" — f))(t) — ¢1 % (f' — f))(t) cuando  — 1T. En efecto, si
w = f"— f entonces ¢gw(t) = P1w(t) cuando f — 11, ademas |[(¢s(t)|| < ¢ para todo
t € [0,7] y para todo 8 > 1, luego por el teorema de convergencia dominada se tiene que
(65 (F' = F))() = én % (f — ))(£) cuando § — 17,

Veamos ahora que la transformada de Laplace Stieljes de Fj3 tiende a la transformada de
F, cuando 8 — 1T, lo cual es equivalente a mostrar que §5(A) — §1()\), Entonces, segin

lo realizado en la demostracién del problema (2.21) se tiene
va(t) = ga(t) + (hg * Avg)(t)

donde gg(t) =xe "+ (eTTpgx e f)(t) v hs(t) =npge + (e Tdg * e k) (t).

Luego,

donde

Por tanto,

e'S5(H)(\) = 75(\) = Ga(\(I — hsA) 1 (N)

y segun lo mostrado anteriormente, se tiene que para § — 17, ,e@)()\) — e@)(/\).
Finalmente, las hipdtesis del teorema de aproximacién se satisfacen para Fp(t) y
Fi(t) := Si(t)r — z, de este modo podemos concluir que Fj(t) converge uniformente
a Fi(t) cuando § — 17 sobre I = [0, T]. Como consecuencia de esto, Ss(t) — Si(t) cuan-

do 8 — 1% sobre I = [0, 7.

Concluimos entonces que la convergencia de ug(t) a uy(t) cuando f — 17 es inmediata

de las construcciones de éstas, ya que

up(t) = e'Sp(t)r + ('S * (—x + dp(t) f(0) + G+ (f = /)))(E) stel
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ur(t) = e'Si(t)z + (e"S1 + (=2 + f(0) + 1+ (f' = /))(E) stel

Teorema 14. Si la solucion del problema de valor inicial

DPu(t) = nAu(t) + (/ k(t — s)Au(s)ds) + f(1)
0
uw0)=z; W' (0)=y=0, B€(1,2),n>0.
existe con v € D(A?) y f € WH(I; D(A?)) entonces
Bli1111+ DPug(t) = Duy(t).

Demostracién

1D ug(t) — Dua ()]

=[[n(Aug(t) = Aur(t)) + k x (Aug(s) — Aui(s)) ()]
<nl[Aug(t) — Aur (£)]| + [|k * (Aug(s) — Aui(s)) (D)]|

<l Aug(t) = Aw (B)]] + sup [k(2)] /OT || Aus(s) = Auy (s)(t)]|dL.
Por otra parte,
Aug = A(S5(t)x + (¢'Sy  (~+ 6501 (0) + 95 % (f = H)(D)),
luego si Az =x¢y Af =g € WHI(I; X4) entonces
Aug = €'Sp(t)zo + (€'Sg * (=m0 + 65(t)g(0) + b3 * (9’ — 9))) (1) (3:3)
Segin el teorema 10 la ecuacién (3.3) es una solucién fuerte del problema de valor inicial
DPw = nAw(t) + (/Ot k(t — s)Aw(s)ds) 4g(t), w(0) =x0, w(0)=0,

mas aun, el teorema 10 afirma que ésta solucién Aug converge a wy € X4 cuando f — 17.
Tenemos entonces que Aug — w; y ug — uq; sin embargo, por ser A es un operador lineal
cerrado se tiene que Aug — wy = Auy, ast ||(Aug(t) — Auy(t))]| — 0 cuando § — 17 para
tel.

Luego, ||DPug(t) — Duy(t)|| — 0 cuando 8 — 17 .



Apéndice A

Apéndice

Definicién 33. Sea F € Lip([0,00); X). Si

/0 h e MdF(t)

converge para algun valor A € R, entonces la funcion G definida por

G(\) := / e MdF(t)
0
recibe el nombre de transformada de Laplace-Stieltjes de F
Observacion

t
(a) Notar que si f € Lo([0,00); X) entonces la funcién F(t) := / f(s)ds esta en
0

Lip([0,00); X), asi N N
/ e MAF(t) = / e Mf(t)dt

0
y por tanto la tranformada de Laplace Stieltjes se reduce a la transformada de Laplace.

(b) La transformada de Laplace tambien puede ser considerada para f € Lp((0,00); X)
y la transformada de Laplace-Stieltjes para funciones F' de variaciéon p-acotadas. Sin
embargo, restringimos tal discusién considerando para nuestro propdsito funciones

f € Loo([0,00); X) y F € Lip(|0,00); X).

La clave de la teoria de la transformada de Laplace es la representacion de Riesz-Stieltjes

para operadores lineales acotados de L;(0,00) en X.

58



APENDICE A. APENDICE 59

Teorema 15. (Representacion de Riesz-Stieltjes)

Existe un isomorfismo isométrico v : Lip(]0,00); X) — L(L1(0,00), X) dado por ¢(F) =
T donde Tg := /00 g(t)dF (t) para todas las funciones continuas g € L1(0,00) y T'xp =
F(t), para todo toz 0.

Demostracion
Sean F' € Lipy(]0,00); X) y E el espacio generado de todas las funciones con soporte
compacto y continuas.

Definimos el operador Ar : E — X como sigue:

Apg = /Ooog(s)dF(s).

Observar que ||Arg|| < || F|Lipllgl1 para toda g en E.

Ahora, como E es denso en L'(0, 00), existe una tinica extensién de Ap en £(L;(0,00), X)
que denotaremos por T, es decir, T : L'(0,00) — X tal que T|E = Ap.

Veamos ahora que la aplicacién v es inyectiva.

En efecto, si consideramos el operador 7' = 0 entonces

o] t
0= TX[O,t] = / X[O,t]dF(t) = / dF(S) = F(t) Vit Z 0.
0 0

Luego 9 es inyectiva y se tiene que ||T']| < || F||ip-

M4s atin, si g es una funcién continua en L'(0, c0) entonces g = tlim gX[o, €n L0, 0).
— 00

Luego,

t

/ g(s)dF(s) = lim g(s)dF(s) = tlim Tgxpg =Tg.
0 o0

t—o00 0

Ahora, para probar que 1) es sobreyectiva consideremos A € £(L1(0,00), X).

Se define la aplicacién F : [0, 00) — X por
F(t) == Axjoy-
Veamos que F' € Lip([0, 00); X) para todo ¢t > 0. En efecto,
1E() = F(s)|| = | Axpall < [ AllIxpall = [1A[lE = sl,
luego

F(t) = F(s)

<Al = [|F|lrin < ||A]l.
5] < [[ Al = 1 Fllzip < Al
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Por tanto F' € Lip([0,00); X).
Como {xp, : t > 0} son totales en L'(0,00) podemos concluir que A = T.Ademés
|T|| = | F'||Lip para toda F' € Lipy([0, 00); X).



Bibliografia

[1] Alkemade,J.A.H., on a differential equationmand the Laplace-Stieltjes transform in
the theory of linear positive operators. 1984.

2] Bautista A.I., Palechor L.Y. Férmula local de Taylor para funciones de la clase
AC(la, b)), usando derivadas fraccionarias de Riemann-Liouville. Trabajo de Grado,

Universidad del Cauca, 2008.

[3] Boris B. Neubrander F. Laplace Transform methods for FEvolution FEquations.
Preprint, Louisiana State University, Baton Rouge,USA, 1995.

[4] H.Brezis, Opérateurs Mazimauz Monotones et Semi-groupes de Contractions dans

les Espacios de Hilbert. Math. Studies 5, North-Holland, Amsterdam (1973).

[5] E. Bazhlekova, Fractional Evolution Equations in Banach Spaces. Tesis Doctora-

do,Departamento de Matematicas, universidad de Tecnologia de Einhoven,2001.

(6] E. Brain Davies, Spectral Theory. Department of Mathematics, King’s College, Lon-
don, 2004.

[7] El-Sayed,A.M.A., y Mohamed Herzallah,A.E, Continuation and maximal regqularity
of a arbitrary(fractional) orden evolutionary integro-differential equation .Journal of

mathematical analysis and applications, 296 (2004),340-350.

61



BIBLIOGRAFIA 62

8]

[11]

[12]

[13]

[14]

[16]

[17]

[18]

El-Sayed,A.M.A., y Mohamed Herzallah,A.E, Continuation and maximal regularity
of a arbitrary(fractional) orden evolutionary integro-differential equation .Appliable

Analysis, vol 84 (2005),11,1151-1164.

El-Sayed,A.M.A., y M. Gaber On the finite Caputo and finite Riesz derivatives .
Electronic Journal of Theoretical Physics, vol 3,12,2006.

Kolmogorov A.N., Fomin,S.V. FElementos de la teoria de Funciones y del Andlisis

Funcional. Editorial Nauka. Mosct, 1989.

J.Pruss., Fvolutionary Integral Equations and Applications. Verlag-Birkauser, Basel-

BostonBerlin,1983.

M.Caputo, Linear models of dissipation whose @) is almost frequency independent,

Part II. Geophys. J.R Astr.Soc 13 (1967), 529-539.

M.Caputo, FElasticitd eDissipazione. ZAnichelli; Bologna (1969). (in Italian: Elasti-

city ans Dissipation).

Miao Li, Quan Zheny, On spectral inclusions and aprrozimations of -

times resolvent families, Semigroups Forum,vol 69 (2004), 356-368.

Montoya C.D. Resolucion del problema de Cauchy para Ecuaciones Diferenciales

Ordinarias Riemann-Liouville. Trabajo de Grado, Universidad del Cauca, 2008.
Natanson, Theory Functional Analysis. Springer-Verlag,Berlin,1983.

Pazy, A., Semigroups of linear operators and applications to partial differential equa-

tions. Springer-Verlag,Berlin,1983.

Pridnikov A.P. Brichkov Y.A. Marichév O.1. Integrales y series. Funciones Espe-
ciales. Editorial Nauka, Mosct, 1983.

Samko, S.G., Kilbas, A.A. Marichév, O.1. Fractional integrals and derivatives, theory
and applications. Gordon and Breach, Asterdam [Engl. Transl. de Ruso, Nauka i
Tekhnika,Minsk] 1987.



BIBLIOGRAFIA 63

[20] Stojanovi¢, M., Existence-Uniqueness result for a nolineaar n-term fractional equa-

tion. Journal of Mathematical Analysis and Applications,353(2009) 244-255.

[21] W.Arendt., Vector- valued Laplace Transforms and Cauchy Problems. Israel Journal
of Mathematics, vol 59, 3, 1987.

[22] W.Arendt., C.J.K Batty., M. Hieber., F. Neubrander Vector- valued Laplace Trans-
forms and Cauchy Problems. Birkhauser,2010.



